Capitulo 2: Ecuaciones en diferencias

1. INTRODUCCION

En este capitulo consideraremos sistemas de ecuaciones en los que cada variable estd indexada en
el tiempo t = 0,1,2, ..., y variables correspondientes a tiempos distintos estdn relacionadas de una
manera no trivial. Tales sistemas se denominan sistemas de ecuaciones en diferencias y son muy
utiles para describir sistemas dindmicos en tiempo discreto

El estudio de modelos dinamicos en economia es importante dado que permite eliminar la hipétesis
(estatica) de que el proceso de ajuste es instantdaneo e inevitablemente da lugar a un equilibrio. En un
contexto dinamico, esta propiedad de estabilidad tiene que ser comprobada y no puede ser asumida

a priori.
En lo que sigue consideraremos que el tiempo t = 0,1,... es discreto. Una funcion X : N — R"
dependiente del tiempo es simplemente una sucesién de vectores de n dimensiones

X07X17X27 s

Si cada vector esta relacionado con el vector previo por medio de una aplicaciéon f : R® — R" de la
forma

Xt+1 :f(Xt)7 t:071,...,
entonces estamos ante un sistema de ecuaciones en diferencias de primer orden. En la siguiente defini-
cién se generaliza a sistemas con un mayor periodo de retraso y que pueden incluir ¢ explicitamente.

Definicién 1.1. Un sistema de ecuaciones en diferencias de orden k es una expresién de la forma
(11) Xt+k:f(Xt+k717~--7Xt;t>7 t:O,17...,
donde cada X; e R"y f:R" x R" x [0,00) — R". El sistema es:

= qutonomo, si f no depende de t;
= lineal, si la aplicacién f es lineal en las variables (X ix_1,...,X});
» de primer orden, si k = 1.

Definicién 1.2. Una sucesién { Xy, X;, Xs, ...} obtenida mediante la recursién (1.1) con valor inicial
X es una trayectoria u orbita del sistema dindmico con origen en Xj.

En lo sucesivo escribiremos x; en lugar de X; si la variable X; es un escalar.

Ejemplo 1.3. [Progresiones geométricas y aritméticas| Sea {x;} 1s sucesiéon de nimeros reales defini-
da por x4 1 = qu, t =0,1,..., con ¢ € R. Se trata de una ecuacion en diferencias de primer orden,
auténoma y lineal. La solucién es obviamente x; = ¢'zy. De forma andloga, para la progresién
aritmética, ;1 = x; +d, con d € R, la soluciéon es x; = xg + td.

Ejemplo 1.4.

» 1;11 = 2y + t es lineal, no auténoma y de primer orden;
» 140 = —2; es lineal, auténoma y de segundo orden;
» 7;.1 = 27 + 1 es no lineal, auténoma y de primer orden.

Ejemplo 1.5. [Nimeros de Fibonacci (1202)] “Cudntas parejas de conejos habré al cabo de un ano,
a partir de una unica pareja, si todos los meses cada pareja procrea una nueva pareja que se vuelve
productiva a partir del segundo mes?”. Si z; denota el nimero de parejas de conejos en el mes t,
entonces el problema puede planterase como

Tiro = Tpq1 + Ty, t=0,1,2,..., conxg=1yx; =1

Esta ecuacién en diferencias autéonoma y de segundo orden sera resuelta mas adelante.
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2. SISTEMAS DE ECUACIONES EN DIFERENCIAS DE PRIMER ORDEN

Los sistemas de orden superior k£ > 1 pueden reducirse a sistemas de primer orden al introducir
nuevas variables. Esta es la razon por la que estudiamos principalmente sistemas de primer orden.
En lugar de describir el método general, presentaremos un ejemplo sencillo de cémo esta reducciéon
puede realizarse.

Ejemplo 2.1. Se considera la ecuacién en diferencias de segundo orden v, = g(ys+1, y¢). Si definimos
Tit = Yep1, T2t = Yt, entonces Toy1 = Y1 = o1, ¥ obtenemos el sistema de primer orden dado por:

Tiee1 ) _ 9(x14,Ta4)
T2 t+1 T1g ’
Denotando X; = ( il’t )7 f(X,) = ( 9(X3)
2.t

L1t
f(X0).
Por ejemplo, la ecuacién de segundo orden y; o = 4y;,1 +y? + 1 puede reducirse al sistema de primer

orden )
L1441 . 4&31715 + "1327,5 +1
T2 t4+1 Tt ’
asi como la ecuaciéon de Fibonacci del Ejemplo 1.5 se transforma en
Tig+1 \ _ [ Tip+ Tog
o441 it ’
Dada una funcién f : R” — R", utilizaremos la siguiente notacién: f* denota la composicién de f

con ella misma ¢ veces, es decir, f! = f, f2 = fo f vy, en general, f! = fo fi"! parat=1,2,....
También definimos f° como la funcién identidad, f9(X) = X.

>, el sistema puede reescribirse en la forma X, ; =

Teorema 2.2. Sea el sistema auténomo de primer orden X,y = f(X;) para el que existe un subcon-
gunto D tal que para todo X € D, f(X,t) C D. Entonces, dada cualquier condicion inicial Xo € D,
la sucesion {X;} estd dada por

X; = f'(Xo).
Demostracion. La prueba es inmediata observando que
X = f(XO)a

Xo = f(X1) = f(f(X0)) = f*(Xo),

Xo=f(f- f(Xo)--+)) = f'(Xo).
U

El teorema proporciona el valor actual de X, X;, en funcién de la condicién inicial, Xy. Aunque esto
es interesante, muy a menudo la expresion X; = f(Xj), es meramente formal, puesto que f* no es
facilmente computable. En estos casos, nos interesa mas conocer el comportamiento de X; en el largo
plazo, es decir, conocer el limite (si existe)

lim f(Xo).
t—o0
Generalmente es mas 1til estudiar este limite que obtener una expresion analitica de X;. A pesar de

todo, existen casos donde la solucion puede encontrarse explicitamente y que permiten un estudio
detallado del limite anterior.

Si el limite existe, lim; o f{(Xo) = X%, y f es continua, entonces
F(X%) = f(lim f1(Xy)) = lim fH(X,) = X°.
t—o00 t—o00
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Por tanto, el limite X resulta ser un punto fijo de la funcién f. Esta es la razén por la que los puntos
fijos de f juegan un papel muy relevante en el estudio de los sistemas dindmicos.

Definicién 2.3. Un punto X° € D es un punto fijo del sistema dindmico definido por f si comen-
zando desde X X, = X, es una solucién:

Si Xy = X° entonces X, = X°, t=1,2,....

Obviamente, X° es también un punto fijo de la aplicacién f. Otras denominaciones para punto fijo
son: equilibrio, punto estacionario, o estado estacionario.

Ejemplo 2.4. En el Ejemplo 1.3 (x4 = gx), si ¢ = 1, entonces todo niimero real es un punto fijo
de la ecuacidn; si g # 1, entonces existe un tnico punto fijo: 2° = 0. Notar que la solucién z; = ¢'zg
tiene el siguiente limite dependiendo del valor de ¢ (se supone que z # 0).

—l1<qg<1= limq'zy =0,
t—o0
q¢=1= lim ¢'zy = x,
t—o0
g < —1 = la sucesion oscila entre + y — y el limite no existe,
qg>1= th'm q'zy = £o0, el signo depende del signo de x.
— 00

En el Ejemplo 1.5, 2° = 0 es el tinico punto fijo de la ecuacién.

Para la ecuacién en diferencias z;,1 = x? — 6, los puntos fijos son las solcuiones de x = % — 6, es
decir, z° = —2 y 2° = 3. Sin embargo, se observa claramente que ninguna solucién con zy # —2 o

xg # 6 converge a ninguno de estos puntos. En realidad, x; — oo cuando ¢t — oo.

2

En las definiciones siguientes, || X —Y'|| denota la distancia Euclidea entre los vectores X = (x1, ..., z,)
vY =y, .., Un)

IX =Yl = V(z1 —40)? + - + (@0 — ya)?.
Por ejemplo, si X = (1,2,3) y Y = (3,6, 7), entonces

IX —Y||=+v(B3=1)2+4(6—-2)2+ (7—3)2 =36 =6.

Definicién 2.5.

» Un punto fijo X° es estable si para cualquier estado inicial X, suficientemente préximo, la
trayectoria asociada {X;} existe y permanece préxima a X es decir, para cualquier ¢ > 0,
existe d(g) > 0 tal que si [|[Xg — X°|| < d(e), entonces || X; — X|| < € para todo t.

= Un punto fijo estable X° es localmente asintoticamente estable (La.e.) si la trayectoria {X;}
con condicién inicial X suficientemente préxima a X°converge al punto fijo, es decir, existe
§ > 0 tal que si || Xy — X°|| < 6, entonces lim; o, X; = X°.

» Un punto fijo estable es globalmente asintoticamente estable (g.a.e.) si cualquier trayectoria
generada a partir de cualquier condicién inicial X, converge a dicho punto fijo.

= Un punto fijo es inestable si no es estable o asintoticamente estable.

Observacién 2.6.

= g.a.e. = l.a.e. = estable.

Si XY es estable, pero no lLa.e., entonces {X;} no converge a X°.

Un punto fijo g.a.e. es necesariamente tnico.

Puede haber varios puntos fijos l.a.e.

» Si XY es la.e., entonces perturbaciones pequenias alrededor de X° decaen y la trayectoria
generada por el sistema retorna al punto fijo en el largo plazo.
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Definicién 2.7. Sea P un entero mayor que 1. Una serie de vectores Xy, Xi,..., Xp_1 es un ciclo
de periodo P (o P-ciclo simplemente) del sistema f si una trayectoria desde X, toma los valores
Xiq,...,Xp_1 yretorna a X, es decir,

X1 = f(Xy), t=0,1,...,P—1, Xp = Xp.
Observar que la serie de vectores Xg, X1,..., Xp se repite periddicamente en la trayectoria,
{Xi} ={Xo, X1,..., Xp_1, X0, X1,..., Xp_1,...}.
Por esta razon, la trayectoria se designa también como un P—ciclo.

Ejemplo 2.8. En el Ejemplo 1.3 (2441 = gx;) con ¢ = —1 todas las trayectorias son 2-ciclos, porque
la solucion es

{:C07 —Z0, Lo, — L, - - }

Ejemplo 2.9. En el Ejemplo 1.4 donde y;.2 = —y;, para encontrar los posibles ciclos de la ecuacion,
primero es necesario escribirla como un sistema de orden 1, para lo que utilizamos el Ejemplo 2.1,

X T1,t+1 —Tay _ X
— bl — ? — .
. ( T2t+1 ) < L1t ) f( t)

Sea Xy = (2,4). Entonces

X1 = f(Xo) = (—4,2),
Xo = f(X1) = (-2,-4),
X3 = f(X2> = (47 _2)7

Xy = [(X3) =(2,4) = Xo.

Por tanto, aparece un 4—ciclo que comienza en Xj. De hecho, cualquier trayectoria es un 4—ciclo.

3. ECUACION LINEAL DE PRIMER ORDEN

La ecuacién lineal de orden uno es de la forma
(31) Ti41 = ATt + b, Ty € R, a, beR.
Consideramos primero b = 0 (caso homogéneo). Entonces, el Teorema 2.2 proporciona la solucién
x; = alzg, t =0,1,.... El caso no homogéneo b # 0 serd reducido a éste de la siguiente manera: los
puntos fijos de la ecuacién son las soluciones de (ver Definicién 2.3)
2% = az® + b,
luego no existen puntos fijos si @ = 1. Sin embargo, cuando a # 1 el (inico) punto fijo es
b
0

Tr =

1—a
Definiendo ahora y; = z; — 2° y reemplazando x; = y; + 2° en (3.1) obtenemos
Yt+1 = AYt,
que tiene solucién y; = a'yy. Volviendo a la variable z;, la solucién de la ecuacién lineal es

zy = 2° + a'(xg — 2%)

b
T1oa T\ T 1)

Finalmente, si a = 1 la solucién es x; = xo + bt, t =0,1,.. ..

Teorema 3.1. Para la ecuacién (3.1), el tinico punto fijo 2° = ﬁ es g.a.e. sii |la| < 1.

Demostracidén. Notar que lim;_,, a® = 0sii |a| < 1y, por tanto, im0 7; = limy o0 2°+a'(2g—2°) =
2% sii |a| < 1, independientemente de la condicién inicial zg. U



13

La convergencia es mondtona si 0 < a < 1 y oscilante (la solucién alterna valores positivos y
negativos) si —1 < a < 0.

Ejemplo 3.2 (Modelo del Multiplicador-Acelerador del Crecimiento). Sea Y; la renta nacional, I
la inversion total, y S; el ahorro total—todas las variables en el periodo t. Se supone que los ahorros
son proporcionales al nivel de la renta nacional y que la inversién es proporcional al cambio en el
nivel de renta en dos periodos consecutivos. Entonces, parat =0,1,.. .,

St = Oé}/t?
L1 = B(Ye1 — V),
St - It~

La ultima igualdad es una condicién de equilibrio: el ahorro iguala a la inversién en cada periodo.
Se supone S > « > (. Puede encontrarse una ecuacion en diferencias para Y; y resolverla de la
siguiente forma. A partir de las ecuaciones primera y tercera, I; = aY; y, por tanto, I;.1 = aY; 1.
Sustituyendo este valor en la segunda ecuacién tenemos oY1 = (Y41 —Y;), 0 (a— 5)Y; 11 = =Y.
En consecuencia
16 Q
Yigi=—"Y=(14—1Y, t=0,1,2,....
f—a f—a
La solucion es
!

Yt=(1+6_a

Vemos que Y crece a la tasa constante g = /(8 — «) en cada periodo, ya que g = (Y141 — V) /Ys.

t
) Yo, t=0,1,2,....

Ejemplo 3.3 (El modelo de la telarana). Se considera un mercado con un tnico bien donde el nivel
de produccion debe fijarse con un periodo de antelacién a la realizacion de la venta. Esta situacion
es tipica en la produccion agricola, donde la siembra precede con bastante antelacién a la recoleccién
y la venta del producto. Suponemos que el nivel de produccién en el periodo t se basa en el precio
P,, pero dado que el output no estara disponible hasta el periodo t + 1, la oferta estd retrasada un
periodo,

Qs,t—l—l - S(Pt>
La demanda en el tiempo t se determina mediante una funcién que depende del precio P,
Qar = D(P).
Suponiendo que tanto la oferta como la demanda son funciones que dependen linealmente del precio,

es decir, S(P) = —y+ 6P, D(P) = a — 8P («,3,7,6 > 0) y que los mercados se vacian, tenemos
las tres ecuaciones siguientes:

Qd,t - Qs,t7
Qd,t+1 = — 5Pt+1,
Qsp41 = —7+ 0P,

Sustituyendo las dos iltimas igualdades en la primera, ésta proporciona la siguiente ecuacién en
diferencias para el precio:

) o+
Pt+1:——Pt+ /7

p B
El punto fijo es P° = (a +7)/(B8 + §), que es también el precio de equilibrio del mercado, es decir,

S(P%) = D(P"). La solucién es

Py =P+ (—%) (Py — PY).

Dado que —3/f es negativa, la solucién es oscilante. Este hecho da lugar al mecanismo de ajuste
conocido como dindmica de la telarana. Podemos distinguir tres tipos de oscilaciones: explosiva si
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FicuraA 1. Diagrama de la telarana con oscilaciones explosivas

‘“]':x\\

FiGura 2. Diagrama de la telarana con oscilaciones uniformes

d > (S tiene mas inclinacién que D), uniforme si 6 = B, y amortiguadas si 6 < [ (S mas plana
que D). Estas tres posibilidades se ilustran en las gréficas siguientes. La demanda tiene pendiente
negativa — [, mientras que la oferta tiene pendiente positiva . Cuando é > 3, como en la Figura 1, la
interaccién entre demanda y oferta da lugar a oscilaciones explosivas mediante el siguiente mecanismo:
dado un precio inicial Py, la cantidad de bien ofertada en el siguiente periodo serd Q1 = S(Fp). Para
vaciar el mercado se necesita que la cantidad demandada en el periodo 1 sea ()1, para lo que el precio
debe moverse hasta P; dado por la ecuacién )y = D(Py). Ahora, via la curva S, el precio P; da lugar
a Q2 = S(P;) como la cantidad ofertada en el periodo 2, y para vaciar el mercado, el precio debe
ser el precio P, fijado por la curva de demanda. Repitiendo este razonamiento, surge una telarana
alrededor del punto de equilibrio.
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F1GURA 3. Diagrama de la telarana con oscilaciones amortiguadas

4. ECUACIONES EN DIFERENCIAS LINEALES DE SEGUNDO ORDEN
La ecuacion lineal de segundo orden es
Tipo + a1y + agry = by,
donde a; y ag son constantes y b; es una funcién dada de t. La ecuacion homogénea asociada
Tiyg + 1 Te41 + apxy = 0,
y la ecuacion caracteristica asociada es

r? 4+ air + ag = 0.

Esta ecuaciéon cuadratica tiene soluciones

1 1 7 1 1 7/
r = —Eal + 5 CZ% — 4(10, 9 = —§a1 — 5 a% — 4&0.

Podemos distinguir tres casos atendiendo al signo del discriminante de la ecuacién, af — 4ay. Cuando
es negativo, las soluciones son nimeros complejos (conjugados).

Un nimero complejo se escribe z = a + ib, donde a y b son ntimeros reales y i = v/—1 es la unidad
imaginaria, que verifica i> = —1. La parte real del nimero complejo z es a, y la parte imaginaria de z
es b. El conjugado de z = a+1b es Z = a —1b. Los nimeros complejos pueden sumarse y multiplicarse
entre si con las siguientes reglas: z + 2’ = (a+d') +i(b+ V) y

27 = (a+1ib)(a' + V') = ad’ +iab’ +ia'b+ i*bb = (aa’ — bV') 4 i(ab’ + a'b).
Para nuestros propdsitos, necesitamos los conceptos de mddulo y argumento de un nimero complejo.

El médulo de z es p = |z| = va? + b%. Se cumple que 2Z = p, como puede comprobarse facilmente.
El argumento de z es el dngulo 6 € (—7/2,7/2] tal que tan = b/a.
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Para calcular el argumento de un ntmero complejo, puede ser ttil recordar la siguiente tabla de
valores trigonométricos:

0 senf cosf tanb
0 0 1 0

™ 1 V3 V3
6 2 2 3

g V3

Y 3 V3
g 1 0 00

Los valores negativos de 6 estan relacionados con los valores positivos por las relaciones sen (—6) =
—senf y cos (—0) = cos @, de forma que tan (—) = — tan §. Por ejemplo, el médulo y argumento de
1—isonp=+/124(—1)2 =2y 0§ = —7/2, respectivamente, dado que tanf = —1/1 = —1.

Teorema 4.1. La solucion general de

(4.1) Tipo + a121 + aoxy =0 (ag #0)
es:

1. Si a3 —4ag > 0 (la ecuacidn caracteristica tiene dos raices reales distintas),

1 1
x; = Arl + Brl, T = —§a1j:§\/a%—4a0.

2. Sia? —4ay =0 (la ecuacion caracteristica tiene una Unica raiz real
1 )
: 1
= (A+ Bt)r, r=-ga.

3. Sia? —4ay < 0 (la ecuacion caracteristica no tiene raices reales),
Vidag — a?
2, = p'(AcosOt + Bsen0t), p=+/ag, tanf=—Y—"—"1 " g¢c0,x]
a1
Observacion 4.2. Cuando la ecuacién caracteristica tiene raices complejas, la solucién de (4.1) es

oscilante. Si p < 1, entonces p' tiende a 0 cuando t — oo y las oscilaciones se amortiguan con el
tiempo. Si p > 1, las oscilaciones son explosivas, y en el caso p = 1, las oscilaciones son uniformes.

Ejemplo 4.3. Encontrar la soluciéon general de las siguientes ecuaciones:

(a) Tty — 71’t+1 + 65(]t = 0, (b) Ti42 — 6th+1 + 91} = 0, (C) Lty — 217t+1 + 41]15 =0.

SOLUCION: (a) La ecuacién caracteristica es > — 7r + 6 = 0, cuyas raices son 71 = 6 y r = 1, por
lo que la solucion general es

v, =A6'+B, A DBeR

(b) La ecuacién caracteristica es > — 6r +9 = 0, que tiene una raiz doble, r = 3. La solucién general
es

(c) La ecuacién caracterfstica es r2—2r+4 = 0, con soluciones complejas r; = 3(2++/—12) = 1+iv/3,
ry = 1 —iv/3. Por tanto, p =2 y tan = —‘1—1;2 = /3, es decir, = 7/3. La solucién general es

xp =2 (Acos gt + Bsen gt) .
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4.1. La ecuacién no homogénea. La ecuacién no homogénea de segundo orden es de la forma
(42) Tiyo + Q12441 + Qo = by.

Sea x} una solucion particular. Puede demostrarse que las soluciones de la ecuacién tienen una
interesante estructura, debida a la linealidad de la ecuacién.

Teorema 4.4. La solucion general de la ecuacion no homogénea (4.2) es suma de la solucion general
de la homogénea (4.1) y de una solucion particular x; de la no homogénea.

Ejemplo 4.5. Hallar la solucién general de x;,0 — 42, = 3.

SOLUCION: Notar que 27 = —1 es una solucién particular. Para encontrar la solucién general de la
ecuacién homogénea, hallamos las soluciones de la ecuacién caracteristica, r2 —4 = 0, ry 5 = +2. Por
tanto, la solucién general de la no homogénea es

z, = A(=2)' + B2 — 1.

Ejemplo 4.6. Hallar la solucién general de x5 — 42, = t.

SOLUCION: En este caso no es evidente cémo encontrar una solucién particular. Una forma es utilizar
el método de los coeficientes indeterminados, que consiste en intentar una expresién de la forma
x; = Ct+ D, donde C'y D son constantes adecuadas tales que x; es solucién. Sustituyendo en la
ecuacién obtenemos

C(t+2)+D—4(Ct+D)=t, Vt=0,1,2,...

Por tanto, debe ocurrir C' —4C =1y 2C + D —4D = 0, de donde C' = —1/3 y D = —2/9. La
solucion general es

zy = A(—=2)"+ B2' —t/3 —2/9.

Ejemplo 4.7. Hallar la solucién de ;9 — 4x; = t que verifica xg =0y z; = 1/3.

SOLUCION: La solucién general esté dada en el ejemplo anterior. Imponiendo las condiciones iniciales,
encontramos que las constantes A y B satisfacen el sistema lineal

A+B+2 _0}

—24+2B-14+2 =1

La solucién es A = —2/9 y B = 0. Por tanto, la tinica sucesién que satisface las condiciones impuestas
es ) )
t
Ty =—=(=2)— =+ =,
e A

El método de los coeficientes indeterminados para resolver la ecuacién (4.2) se basa en suponer que
una solucién particular tiene la misma estructura que el término no homogéneo b,. Este método es
muy tutil cuando el término no homogéneo es de una de las siguientes formas:

t tm,

a, cosat, senat,

o combinaciones lineales de ellas.
Ejemplo 4.8. Resolver la ecuacion o — 54y + 62, = 48 + 12 + 3.
SOLUCION: La ecuacién homogénea tiene ecuacién caracteristica 72 — 5r +6 = 0, que tiene dos raices

reales diferentes, 15 = 2, 3. La solucién general es A2'+ B3". Para encontrar una solucién particular,
buscamos constantes C, D, E' y F tal que una soluciéon particular sea

zf =C4' + D* + Bt + F.
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Al sustituir en la ecuacion tenemos la igualdad
CAY?2 L Dt +2)*+E{t+2)+ F—5C4" + Dt + 12+ E(t+1)+F)
+6(C4' + Dt* + Bt + F) = 4" +1? + 3,
que después de algunas manipulaciones se reduce a
204" + 2Dt* + (—6D + 2E)t + (=D — 3E + 2F) = 4' + * + 3.
Esta igualdad es cierta para todot =0,1,2,..., por lo que

20 = 4,
2D = 1,
—6D +2E = 0,

—D —-3E+2F =3.
Se sigue que C' =1/2, D =1/2, E=3/3y F = 4. La solucién general es
t t 1 t 1 2 3

Ejemplo 4.9 (Modelo del Multiplicador—Acelerador del Crecimiento). Sea Y; la renta nacional, C;
el consumo total, y I; la inversion total de un pais en en instante ¢t. Suponemos que para todo
t=0,1,2,...

(i) Y; = C, + I; (la renta se divide entre consumo e inversién)
(ii) Ciy1 = aY; +b (el consumo depende linealmente de la renta del periodo anterior)
(iii) Ir41 = ¢(Cip1 — Ct)  (la inversion es proporcional a la variacién en el consumo),
donde a, b, c > 0.

Determinar una ecuacién en diferencias de orden 2 que describa esta economia.

SoLUCION: Eliminamos dos de las incégnitas para obtener una ecuacién en diferencias de segundo
orden para Y como sigue: de (i) obtenemos (iv) Y;1o = Cy12+ ;2. Reemplazando ahora ¢ por t+1 en
(ii) y en (iii) llegamos a (v) Crro = aYiy1 +by (vi) Li42 = ¢(Cpra — Ciy1), respectivamente. Entonces,
insertando (iii) y (v) en (vi) tenemos I, o = ac(Y;11 — Y;). Insertando tanto este resultado como (v)
en (iv) tenemos Y o = aYyy + b+ ac(Yyy1 — ;) y reagrupando términos llegamos a

K+2_a<1+c)n+l+ac}/}:b> t=0,1,...

La forma explicita de la soluciéon depende de los coeficientes a, b, c.

5. SISTEMAS LINEALES DE ECUACIONES EN DIFERENCIAS

En este apartado supondremos que las variables dindmicas son vectores, X; € R", n > 2. Un sistema
de primer orden de coeficientes constantes esta dado por

Tigp1 = auie+ -+ QpTnys + b1y

Tpttl = GpiTig+ -+ QppTng + bpy
Un ejemplo es

Tyl = 2014 — Toyp + 1

—t
Toy1 = Ty + Top +€ .
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Muy a menudo escribiremos estos sistemas omitiendo los subindices, utilizando letras diferentes para
cada una de las componentes del vector X, como por ejemplo

Tpp1 = 2w —yp + 1
t

Y1 = Te + Y +€ .
Un sistema lineal puede escribirse en forma matricial:

Xy = AXy + By,
donde

Tt aix ... Qin b1,t
Tt Qp1 .- Qpp bn,t

)

Nos centraremos en el caso en que el término independiente B; = B es un vector constante.

5.1. Sistemas Homogéneos. Consideramos el sistema homogéneo
Xt+1 = AX,.

Observamos que X; = AX,, Xo = AX, = AAX, = A?X,. Por tanto, dado un vector inicial Xy, la
solucion es

Xt:AtXO, t:O,l,

En el caso en que A sea diagonalizable, P"'AP = D con D diagonal, esta expresién se transforma
en

X, = PD'P71X,,

que es facil de computar, dado que D es diagonal.

Ejemplo 5.1. Encontrar la solucién del sistema
Ti41 o 4 —1 Ty
Yi+1 2 1 Yt

4 —1
2 1
A1 =3 y Ay = 2. Por tanto, la matriz es diagonalizable. Los subespacios propios son

SB3) =< (1,1)>,  S(2) =<(1,2) >.

SOLUCION: La matriz A = tiene polinomio caracteristico p4(\) = A2 — 5\ + 6, con raices

Por tanto, la matriz P, su inversa y la matriz diagonal D son

(1) (3 ) e

0
2
y la solucién se escribe

v (11 30 2 1)y _ 23t — 2ot —3t+ 2 Ty
N ) 0 2 -1 1 07\ 23—t 1 3t 4 otH! Yo

Si la condicién inicial es por ejemplo (zg,y0) = (1,2), la solucién estd dada por

3
0

zy = 23" — 2"+ 2(=3" + 2",
Y, = 23t o 2t+1 -1 4 2(_3t 4 2t+1).
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5.2. Sistemas no homogéneos. Consideramos el sistema
X1 = AXy + B,

donde B es un vector no nulo, independiente de t.
Para obtener la solucion, tenemos en cuenta la siguiente recursion:

X, = AX, + B,
X, =AX,+B=A(AXy+ B)+ B = A’Xy+ (A + I,)B,

(5.1) X,=AX, \+B=---=AX,+ (A7 4+ A2 ...+ I)B.
Dado que, como puede comprobarse realizando el producto,
(AT A2+ L)A-L)=A+ A o A AT - A=A - T,
si suponemos que la matriz (A — [,,) admite inversa, entonces
ATt A2 = (AT = L) (A - 1)L
Sustituyendo esta igualdad en la expresion (5.1) para X; tenemos
X, =AXo+ (A"~ L)A-I1,)'B.

Por otra parte, las soluciones constantes del sistema homogéneo (es decir, los puntos fijos o de
equilibrio del sistema) satisfacen

X =AX"+B.
Dado que estamos asumiendo que la matriz A — I,, admite inversa, podemos resolver para X°
(I, -A)X°=B= X"= (I, - A)'B.
En definitiva, podemos escribir la solucién del sistema no homogéneo en forma cerrada como
(5.2) X, =A'Xy— (A" = [)X" = X° + A" (X, — XO),

que permite ver la influencia en la soluciéon tanto de la condicién inicial Xy como del punto de
equilibrio, X°. Por supuesto, en el caso n = 1 obtenemos la férmula del caso escalar ya obtenida en
la Seccion 3.

Teorema 5.2. Supongamos que |A — I,,| # 0. Entonces, la solucion del sistema no homogéneo
estd dada por (5.2). Ademds, cuando A es diagonalizable, la expresion anterior se reduce a

(5.3) X, =X+ PD'PHXo— X", t=0,1,...
donde PYAP = A y D es diagonal.

Demostracion. La igualdad (5.3) sigue facilmente de (5.2), tomando en consideracién la identidad
At = ppDtp—L. UJ

Ejemplo 5.3. Encontrar la soluciéon general del sistema
Tt1 _ 4 -1 Tt + 1
yt+1 2 1 yt —1
SoLucION: EL punto de equilibrio del sistema, X°, estd dada por

eare=(50) (5)=3(3 5 (4)-(52)
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En el ejemplo anterior ya determinamos la solucién general del sistema homogéneo. Por el Teorema
5.2 la soluciéon general del no homogéneo es

T\ 23t — 2t —3t 4 2t o —1/2 + 1/2

v )\ 23t =20t 1 3t 4 2ttt Yo — 5/2 5/2 )
5.3. [Estabilidad de los sistemas lineales. Analizamos en este apartado la estabilidad de los
sistemas lineales X;.; = AX,; + B que verifican |I,, — A| # 0.

Para el comprender el siguiente teorema, es importante recordar que el modulo de un niimero complejo
z=a+ fies p=+/a?+ (% Para un nimero real a el médulo es simplemente el valor absoluto, |a|.

Teorema 5.4. Una condicion necesaria y suficiente para que el sistema Xyy1 = AX; + B sea glob-
almente asintéticamente estable es que las raices (reales o complejas) del polinomio caracteristico
pa(A) tenga mddulo menor que 1. En este caso, cualquier trayectoria converge al punto de equilibrio
X% = (I, — A)™'B, cuando t — <.

Daremos la prueba sélo en el caso en que A es diagonalizable. La prueba general es mas compli-
cada. Como se ha demostrado anteriormente, la solucion del sistema no homogéneo cuando A es

diagonalizable es
X; =X+ PD'P~ (X, — X°),

con
X0 ... 0
0 X, ... 0
0 0 ... A

Y A1,..., A, las raices reales (posiblemente repetidas) de pa(A). Dado que |A;| < 1 para todo j, los
elementos diagonales de D' tienden a 0 cuando ¢ — oo, dado que \; < |);|* — 0. Por tanto,

lim X, = X°.

t—o0
Ejemplo 5.5. Estudiar la estabilidad del sistema

Tiy1 = T — §yt + 1,

Y1 = 2 — L.

1 —1/2
10
La raices son complejas, A\; o = 1/2 £i/2. El médulo de cualquiera de ellas es (pues son complejos

conjugados) p = \/1/4+1/4 = 1/4/2 < 1, por lo que el sistema es g.a.c., y el limite de cualquier
trayectoria es el punto de equilibrio

on((l)j 0—1(—_%)/2)>_1<—11):(§>'

Ejemplo 5.6. Estudiar la estabilidad del sistema

SOLUCION: La matriz del sistema es , con ecuacién caracteristica A> — X\ +1/2 = 0.

Tip1 = —Tp + Yy,

Yer1 = —T/2 — Y /2.

SOLUCION: La matriz del sistema es ( ) , con ecuacion caracteristica A*—(3/2)A\—1 = 0. La

1
1/2 1/2
raices son \; = 2y Ay = —1/2. El sistema no es estable. Sin embargo, existen condiciones iniciales X,
tales que la solucién converge al punto de equilibrio X° = (0,0). Estas condiciones iniciales estables



22

se determinan a partir de la solucién X; = PD!P~1X,. Los subespacios propios son S(2) =< (3,1) >
y S(—1/2) =< (2,—1) >, por tanto

P(12) (V)

De manera que la solucion es

< Tyl ) _ < 2t%(xo + 2y0) + 21_t%($0 - 3y0) )

Yit+1 2’5%(% + 2y0) — 2_%(950 — 3Y0)

Si las condiciones iniciales (xg, o) satisfacen la relacion zy + 2y = 0, entonces la expresién anterior
converge a (0,0) (la parte “explosiva’de la solucién desaparece). Por esta razén, la recta = + 2y =0
se llama la wvariedad estable. Observamos que la variedad estable es de hecho el subespacio propio
asociado al valor propio Ay = —1/2, dado que

S(—1/2) =< (2,—1) >= {z + 2y = 0}.

Cualquier otra condicién inicial (zg,yo) ¢ S(—1/2) genera una solucién que no converge a (0,0) (de
hecho, que no converge a ningtin punto).

Ejemplo 5.7 (Ajuste dindmico en el modelo de Cournot). El propésito de este ejemplo es investigar
las condiciones bajo las cuales cierto proceso de ajuste en el duopolio de Cournot converge hacia el
equilibrio de Nash del juego estético.

Consideramos un duopolio de Cournot en el que dos empresas, 1 y 2 (los jugadores), producen un
bien homogéneo y se enfrentan a unos costes marginales de produccién constantes ¢; > 0y ¢y > 0,
respectivamente. El precio de mercado P depende linealmente de la cantidad total producida por
ambas empresas Q) = q1 + @2

P=a- 30, a>c¢, 1=12, [f>0.

En el duopolio de Cournot cada empresa elige de forma independiente una cantidad ¢; para maximizar
sus beneficios, tomando como dado (pero desconocido a priori) la cantidad producida por la otra
empresa, ¢;. El beneficio de la empresa i es

T = ;P — ¢iq;.

Asumiendo que los 6ptimos son estrictamente positivos, del calculo elemental sabemos que la condi-
cién de maximizacién para cada uno de los jugadores es!
or'
dq;

de lo que obtenemos la funcién de mejor respuesta del jugador ¢, que depende del nivel de produccién
elegido por la empresa?;

(QI7Q2) :07 Z.:1727

brlzal—q2/2, brgzag—q1/2,

a—c . . o
donce a; = 2—Z, i = 1,2. Supondremos a; > as/2 y as > aj/2 para tener cantidades positivas
en equilibrio, como mostraremos a continuacién. Que ¢; = bri(gz) es mejor respuesta frente a go

significa que, si la empresa 2 fija ¢9, entonces ¢; maximiza los beneficios de la empresa 1.

IEsta condicién es también suficiente en este juego puesto que la funcién de beneficio de cada uno de los jugadores
es concava con respecto a su propia variable de decision, es decir, 7 es céncava respecto a q; y w9 es cdncava respecto
a (g2.

2En realidad, la mejor respuesta es br; = méx{a; — ¢;/2,0}, dado que cantidades negativas no se consideran
estrategias admisibles.
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El equilibrio de Nash del juego, (¢, ¢3'), es un par de niveles de produccién tal que ninguna empresa
tiene incentivos a desviarse unilateralmente, es decir, ¢V es la mejor respuesta del jugador i frente a
g¢;, 1 # j. Por tanto, el equilibrio de Nash es solucién del sistema de ecuaciones

a =bri(g),
Qév = bfz(q{V)-
En nuestro modelo
Q{V = a1 — Qév/Qa
¢ =az—q5 /2.

4 a
N:— ——1
a3 <a2 2)’

4 a
N _ = _ 22
q2_3<a1 2)’

que son cantidades positivas dadas nuestras hipdtesis. Por ejemplo, si el juego es simétrico, es decir,
a—c

Resolviendo, encontramos

c1 = ¢y = ¢, entonces a1 = ay = y el equilibiro de Nash es el par

26
a—c
Q{V: 3/87
a—cC

Para ser més especificos, supongamos que o = 11, ¢ = 2 y = 1. Entonces la teoria recomienda
jugar el par de cantidades (3, 3), que generan unos beneficios de
m=m=n1=3-PB3+3)—-2-3=3(11-6)—6=9 um.

Si cualquiera de los duopolistas produce otra cantidad g # 3 mientras el otro continia jugando 3, el
que se desvia sélo puede reducir su beneficio.

En lo que sigue consideramos el modelo general, asimétrico, e introducimos una componente dinamica.
Supondremos que las empresas no eligen su produccién de Nash instantaneamente, sino que ajustan
de manera gradual su produccién ¢; hacia la mejor respuesta br; en cada periodo ¢ como se especifica
a continuacion:

(5.4) { Gat1 =qe+di(briy —qis) = g+ di(ar — %(D,t — Q1)

@241 = Qi + da(bray — qo4) = qo + da(az — %QI,t — q2.),

donde d; y dy son constantes positivas. El objetivo es estudiar si este proceso de ajuste converge
hacia el equilibrio de Nash del juego.

Para simplificar la notacion introducimos nuevas variable x = ¢; y y = ¢2. Reagrupando términos el
sistema (5.4) es

{ T = (1 — dy)zy — Dy + dyay,

Y1 = (1 — do)y, — %th + daas.
El punto fijo o equilibrio del sistema satisface

{ Tr = (1 —dl)l’— %y—i—dlal,

y=(1—dy)y— %2:17 + dyas.

La tnica solucién es precisamente el equilibrio de Nash definido mas arriba,

= (=) 5 0-9).
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. Bajo qué condiciones este ajuste progresivo de la produccion convergera al equilibrio de Nash? Como
ya sabemos, esto depende del hecho de que el médulo de los valores propios del sistema sea menor

que 1. La matriz del sistema es
1-dy -4
—L 14

Para simplificar el andlisis, supondremos que la velocidad del ajuste es el mismo para ambos ju-
gadores, d; = dy = d. Los valores propios en este caso son
d 3d

)\1:1—57 )\221—?

Tenemos
M| <1 sii 0<d<A4,
Aof <1 sii 0<d<4/3,
por tanto, |A\1] < 1y |[A] < 1sii 0 < d < 4/3. Es decir, 0 < d < 4/3 es condicién necesaria y

suficiente para la convergencia hacia el equilibirio de Nash desde cualquier condicién inicial (sistema
g.a.e.).

6. ECUACIONES NO LINEALES DE PRIMER ORDEN

Estudiamos la estabilidad de la ecuacion no lineal, de primer orden y auténoma

T41 :f(ﬂ?t), t:(),l,...,

donde f : I — I es no lineal y I es un intervalo de la recta real. Supondremos que f es de clase C*.
Recordamos que una funcién f es de clase C!' en un intervalo abierto si f’ existe y es continua en
dicho intervalo. Por ejemplo, las funciones z?%, cos z o € son de clase C' en R, pero |x| no es derivable
en 0, por lo que no es C* en ningun intervalo que contenga 0.

Teorema 6.1. Sea 2° € I un punto fijo de f, y supongamos que f es C* en un intervalo abierto con
centro x°, Is = (2° — 6,2° 4+ 9).

1. Si|f'(z%)| < 1, entonces x° es localmente asintdticamente estable;

2. Si |f'(z%)] > 1, entonces 2° es inestable.

Demostracién. Dado que f' es continua en Is y f'(2°) < 1, existe algin intervalo abierto I; =
(2% — §,2° + §) y un nimero positivo k < 1 tal que |f'(z)| < k para todo z € Ij.

1. Por el teorema del valor medio (también llamado Teorema de Lagrange), existe algin ¢ en el
segmento con extremos xo y 2° tal que

f@o) = f(a%) = f'(e)(wo — %),

(6]

r1 —2° = f'(c)(zo — 2°),

dado que 2° = f(2°) por definicién de punto fijo. Consideramos una condicién inicial zg € Is.
Entonces ¢ es un elemento de Is y, por tanto, tomando valor absoluto en la igualdad anterior
tenemos

(6.1) |21 — 2% = |f'(e)||wo — 2°| < Klzo — 2°).
Por otra parte, |z; — 2°| < kd < §, luego x; € I;. Razonando de la misma manera, tenemos
|22 — 2 = [ f(a1) — 2° = |F'(O)[|a1 — 2°] < Koy — 2] < KP|ay — 2.

donde ¢ es un ntimero del segmento de extremos x; y ° que estd incluido en I; (luego |f'(c)| <
k). Continuando de esta forma, tenemos que después de t pasos

|z — 2% < k2o — 2°] = 0, as t — oo.

Luego z; converge al punto fijo 2° cuando ¢ — oo, por lo que 2V es lLa.e.
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2. Si |f/(z%)| > 1, de nuevo por continudiad de f’, existen § > 0y K > 1 tales que |f'(z)] > K
para cualquier x € I;. La ecuacion (6.1) establece

|21 = 2° = [ f'(e)l|zo — 2°| > Klwo — 2°

y después de t pasos

|z — 2% > K|z — 2.
Dado que K tiende a oo cuando t — oo, x; se aleja de z en cada perfodo, por lo que el punto
fijo 2° es inestable.

O

Observacioén 6.2. Si | f/(x)| < 1 para cada z € I, entonces el punto fijo 2° es globalmente asintética-
mente estable.

Ejemplo 6.3 (Modelos de crecimiento de la poblacién). El modelo de Malthus de crecimiento de
una poblaciéon supone que la poblacién x crece a una tasa constante r, es decir,

Tiy1 — Ty

=, 0 Tipr = (1 +7)xy.
Ty

Esta es una ecuacién en diferencias lineal y de primer orden, en la que la solucién (la poblacién), crece
de manera no acotada si la tasa de crecimiento per capita r es positiva®. Este comportamiento no
es realista para ¢t grande. Cuando la poblacién es pequena, existen recursos suficientes para soportar
una tasa de nacimientos elevada, pero a medida que el tiempo pasa y la poblacién crece, debe haber
una alta tasa de mortalidad debido a la competencia entre individuos por el espacio y la comida.
Por tanto, la tasa de crecimiento per capita de la poblacion deberia ser decreciente a medida que
la poblacién aumenta, y no constante como postula el modelo de Malthus. El caso més simple es
suponer una tasa de crecimiento per capita que sea linealmente decreciente, es decir,

x
tasa de crecimiento cuando la poblacién es z: r(z) =7 <1 — —> ,

M

donce M es el nivel maximo sostenible de poblacion (si xz > M, entonces la poblacién decrece, puesto
que 7(x) < 0). El modelo que surge se conoce como ley de Verhulst. La poblacién evoluciona de
acuerdo a la ecuacion

r
L1 = Ty <]. +7r— Mﬂ%) y
que es no lineal. De hecho, la funcion f es cuadratica,
r
—a (14— — ) .
flx)==z < +r 7"

En la Fig. 6.3 se representa una trayectoria soluciéon cuando zo =5, r = 0,5 y M = 20.

2 Ooooooooooooooooooooooo
O
18] o
167 o
" @)
2 o
10
o
&
o
&
o
[ 10 15 20 75 n

3La solucién es x; = (1 +r)txg, jpor qué?
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Nétese que la solucién converge hacia 2% = 20. Existen dos punto fijos de la ecuacién, 0 (extincién)
y 2' = M (méximo nivel sostenible de poblacién). Considerando la derivada de f en cada uno de
estos puntos, tenemos

=1+r>1,

=0

f0)=1+r— Z%x

=1-r.
=M

De acuerdo al Teorema 6.1, el punto de equilibiro 0 es inestable, pero M es localmente asintéticamente
estable sii [1 —7r| < 1,00 <7 < 2.

F(M)=1+7— 2%:6

6.1. Diagrama de Fases. La estabilidad de los puntos fijos de la ecuacion

It+1:f($t), tZO,].,...,

puede estudiarse mediante un método grafico conocido como diagrama de fases. Este consiste en
dibujar la grafica de la funcién y = f(z) en el plano xy, junto con la recta y = x. Notar que un punto
fijo 2° corresponde al punto de la diagonal del primer y tercer cuadrante (z°, 2°), donde la gréfica de
y = f(x) intercepta a la recta y = x. El diagrama de fases muestra, junto con las graficas anteriores,
los pares

('rOv 0)7 ($0, xl)? ('rlv l’l), (xb x2)7 ('r27 x2>7 (‘r% ZE3),
unidos mediante segmentos.
Las siguientes figuras muestran distintas configuraciones posibles alrededor de un punto fijo. El
diagrama de fases se muestra a la izquierda en cada figura (en el plano zy) y la trayectoria solucién
correspondiente a la derecha (en el plano tz). Observar que hemos dibujado las soluciones como curvas
continuas porque ello facilita comprender el caracter de la solucién, pero en realidad la solucion es
una sucesién, es decir, un conjunto de puntos aislados (también resaltados en el gréafico mediante
circulos de mayor tamano).
En la Fig. 4, f'(2°) es positiva, y la sucesién es creciente xg,xy,... y converge de forma monétona
hacia el punto fijo 2°, mientras que en la Fig. 5, f/(2°) es negativa, por lo que puede observarse
un comportamiento oscilante, como en los modelos de la telarana estudiados anteriormente, pues la
sucesién g, x1, . .. converge hacia 2° pero alternando valores alrededor del punto de equilibrio. En
la Fig. 6, la gréfica de f préxima a 2° es demasiado inclinada para obtener convergencia. después
de varias iteraciones en el diagrama de fases podemos observar un comportamiento erratico en la
solucion zg, x1, . . .. No hay ciclos y dos sucesiones generadas a partir de condiciones iniciales parecidas
se alejan a medida que aumenta t, a una tasa exponencial (ver Teorema 6.1 para una justificacién
de esta afirmacién). En la literatura se dice que la sucesién es cadtica. Finalmente, la Fig. 7 es el
diagrama de fases de una ecuacién que admite un ciclo de periodo 3.

4

3.5

2.5

2 4 3 8 10

FIGURA 4. 2 estable, f/(2°) € (0,1)
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2 4 3 8 10

FIGURA 5. 20 estable, f'(2°) € (—1,0)
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FIGURA 6. z¥ inestable, |f/(z°)] > 1
0.8
0.6
” == 04
k|
0.2
02 04 06 08 1 5 " 15 20
X

FicuraA 7. Un ciclo de periodo 3



