
MODELOS CON MUCHAS
VARIABLES EX¶OGENAS

ECONOMETR¶IA I

Miguel A. Delgado

¥Objetivos b¶asicos:

IModelo de correlaci¶on y de regresi¶on: Interpretaci¶on y propiedades.

IInterpretaci¶on de los coe¯cientes: an¶alisis ceteris paribus.

IFunci¶on de regresi¶on corta y larga: relaci¶on entre los coe¯cientes.
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MODELO Y PAR¶AMETROS

¥Variable de inter¶es: Es una variable k + 1-dimensional:

Z =

0BBB@
Y
X1
...
Xk

1CCCA :
Estamos interesados en explicar y cuanti¯car la relaci¶on causal entre (X1; :::;Xk)

e Y:

Y ! variable end¶ogena o explicada

X1; :::;Xk ! variables explicativas o ex¶ogenas.
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El modelo econ¶omico nos proporciona una relaci¶on entre estas variables:

Y = f (X1;X2; :::;Xk) :

Esta relaci¶on puede ser lineal, en cuyo caso:

Y = ¯0 + ¯1X1 + :::+ ¯kXk

INTERPRETACI¶ON: Si mantenemos constante Xj; j 6= i

¢Y = ¯j¢Xj =) ¯j =
¢Y

¢Xj

=) ¯i es la variaci¶on de Y cuando var¶³a Xi en una unidad, mateniendo el resto

de variables inalteradas (ceteris paribus).
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MODELO DE CORRELACI¶ON

¥Predictor lineal ¶optimo de Y dado X1; :::;Xk ::

PLO (Y jX1; :::;Xk) = ¯0 + ¯1X1 + ¯2X2 + :::+ ¯kXk;

donde: 0BBB@
¯0
¯1
...
¯k

1CCCA = argmin
¹̄
0;¹̄1;:::;¹̄k

E
·³
Y ¡ ¹̄0 ¡ ¹̄1X1 ¡ :::¡ ¹̄kXk

´2¸
:
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INTERPRETACI¶ON: Si escribimos cualquier modelo lineal en t¶erminos de un

error ";

Y = ¹̄
0 + ¹̄1X1 + :::+ ¹̄kXk + "; con E (") = 0;

El PLO es la combinaci¶on lineal deX1; :::;Xk que minimiza la varianza del error.

Es la mejor manera de predecir los sucesos de Y a partir de una combinaci¶on

lineal de las variables ex¶ogenas.
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Los coe¯cientes tienen una f¶ormula expl¶³cita que derivamos en el caso k = 2:0B@ ¯0
¯1
¯2

1CA = argmin
¹̄
0;¹̄1;:::;¹̄k

E
·³
Y ¡ ¹̄0 ¡ ¹̄1X1 ¡ ¹̄2X2

´2¸
:

=)Condiciones de primer orden:
E [Y ¡ ¯0 ¡ ¯1X1 ¡ ¯2X2] = 0

E [X1 (Y ¡ ¯0 ¡ ¯1X1 ¡ ¯2X2)] = 0

E [X2 (Y ¡ ¯0 ¡ ¯1X1 ¡ ¯2X2)] = 0

9>>>>>>=>>>>>>;

=)
¯0 = E (Y )¡ ¯1E (X1)¡ ¯2E (X2)Ã
¯1
¯2

!
=

"
V (X1) C (X1;X2)

C (X1;X2) V (X2)

#¡1Ã
C (Y;X1)
C (Y;X2)

!
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=)Hecho importante: Si C (X1;X2) = 0;

¯1 =
C (Y;X1)

V (X1)
la pendiente del PLO (Y jX1)

¯2 =
C (Y;X2)

V (X2)
la pendiente del PLO (Y jX2) ;

pero en general, cuando C (X1;X2) 6= 0;

¯1 =
V (X2)C (Y;X1)¡ C (X1;X2)C (Y;X2)

V (X1)V (X2)¡C (X1;X2)2

y

¯2 =
V (X1)C (Y;X2)¡ C (X1;X2)C (Y;X1)

V (X1)V (X2)¡C (X1;X2)2
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Tambi¶en podemos expresar:

C (Y;X1)

V (X1)| {z }
±11

= ¯1 + ¯2
C (X1;X2)

V (X1)| {z }
°11

y
C (Y;X2)

V (X2)| {z }
±12

= ¯2 + ¯1
C (X1;X2)

V (X2)| {z }
°12

:

Si de¯nimos:

PLO
³
Y jXj = xj

´
= ±0j + ±1jxj

8>><>>:
±0j = E (Y )¡ ±1jE

³
Xj
´

±1j = C
³
Y;Xj

´
=V

³
Xj
´ ; j = 1; 2

PLO
³
XijXj = xj

´
= °0j + °1jxj

8>><>>:
°0j = E (Xi)¡ °1jE

³
Xj
´

±1j = C
³
Xi;Xj

´
=V

³
Xj
´ ; i 6= j = 1; 2
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¥En el caso general:
¯0 = E (Y )¡ ¯1E (X1)¡ ¯2E (X2)¡ ::::¡ ¯kE (Xk)0BBB@

¯1
¯2
...
¯k

1CCCA =
26664

V (X1) C (X1;X2) ¢ ¢ ¢ C (X1;Xk)
C (X2;Xk) V (X2) ¢ ¢ ¢ C (X2;Xk)

... ... . . . ...
C (Xk;X1) C (Xk;X2) ¢ ¢ ¢ V (Xk)

37775
¡10BBB@

C (Y;X1)
C (Y;X2)

...
C (Y;Xk)

1CCCA

¥Coe¯ciente de correlaci¶on R2:

R2 =
V (PLO (Y jX1; :::;Xk))

V (Y )
= 1¡ V (")

V (Y )
;

=)ElR2 es la proporci¶on de la varianza de Y explicada por el PLO (Y jX1; :::;Xk)
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MODELO DE REGRESI¶ON LINEAL

¥El modelo de regresi¶on m¶ultiple consiste en la esperanza condicional con varias
variables ex¶ogenas:

g (x1; :::; xk) = E (Y jX1 = x1;X2 = x2; :::;Xk = xk)

Cuando el modelo de regresi¶on de Y dado X1; :::;Xk es una combinaci¶on lineal

de X1; :::;Xk; diremos que el modelo de regresi¶on es lineal: Entonces:

E (Y jX1;X2; :::;Xk) = ¯0 + ¯1X1 + ¯2X2 + :::+ ¯kXk

= PLO (Y jX1;X2; :::;Xk)
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I Interpretaci¶on de los coe¯cientes: Si todas las variables, excepto la Xj per-

manecen constantes:

¢E (Y jX1 = x1;X2 = x2; :::;Xk = xk) = ¯j¢Xj

=) ¯j =
¢E (Y jX1 = x1;X2 = x2; :::;Xk = xk)

¢Xj

¯j es la variaci¶on media de Y cuando Xj var¶³a en una unidad ceteris paribus

(todas las dem¶as variables permaneciendo constantes).
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¥Ejemplo: Supongamos que estamos interesados en estudiar la relaci¶on en una
poblaci¶on entre Y =salario y X1 =a~nos de educaci¶on, teniendo en cuenta

X2 = g¶enero =

8><>:
1 si mujer

0 si hombre
:

La a funci¶on E (Y jX1;X2) toma los siguientes valores:

E (Y jX1;X2)

X2Â
X1 8 12 16

0 30 38 46
1 26 34 42

=) E (Y jX1;X2) = ¯0 + ¯1X1 + ¯2X2 = 14 + 2X1 ¡ 4X2:
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¥Funci¶on de regresi¶on corta y larga: Supongamos que:

E (Y jX1;X2) = ¯0 + ¯1X1 + ¯2X2! regresi¶on larga.

La esperanza condicional corta con respecto a X1 ser¶a:

E (Y jX1)| {z }
E[E(Y jX1;X2)jX1]

= ¯0 + ¯1X1 + ¯2E (X2jX1)! regresi¶on corta.

Por tanto:

E (Y jX1) 6= PLO (Y jX1) si E (X2jX1) no es lineal.
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I E [Y jX1 = x1;X2 = x2]¡E [Y jX1 = x1 + 1;X2 = x2] = ¯1; todo x1; x2;

I E [Y jX1 = x1]¡E [Y jX1 = x1 + 1]

= ¯1 + ¯2 fE [X2jX1 = x1]¡E [X2jX1 = x1 + 1]g ; todo x1; x2;

=) ¢E [Y jX1 = x1] = ¯1 + ¯2¢E [X2jX1 = x1] :
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Si:

E (X2jX1) = °01+°11X1 = PLO (X2jX1) =)
8><>:
°01 = E (X2)¡ ±11E (X1)

°11 = C (X1;X2) =V (X1)
;

entonces:

E (Y jX1) = (¯0 + °01)| {z }
±01

+ (¯1 + ¯2°11)| {z }
±11

X1

=) ±11 =
C (Y;X1)

V (X1)
= ¯1 + ¯2

C (X1;X2)

V (X1)
= ¯1 + ¯2°11:
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¥Ejemplo: Supongamos en el ¶ultimo ejemplo que la funci¶on de probabilidad
cojuntade X1;X2; y sus correspondientes marginales son las siguientes:

Pr (X1 = x1;X2 = x2)

X2Â
X1 8 12 16

0 0,05 0,30 0,15 0,50
1 0,15 0,30 0,05 0,50

0,20 0,60 0,20

Por la Ley de la Esperanza Iterada:

E (Y jX1 = x) = E [E (Y jX1;X2)jX1 = x] :
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Por tanto:

E (Y jX1 = 8) = E [E (Y jX1;X2)jX1 = 8]

= E (Y jX1 = 8;X2 = 0)Pr (X2 = 0jX1 = 8)

+E (Y jX1 = 8;X2 = 1)Pr (X2 = 1jX1 = 8)

E (Y jX1 = 8) = 30£ 0; 05
0; 20

+ 26£ 0; 15
0; 20

= 27

E (Y jX1 = 12) = 38£ 0; 30
0; 60

+ 34£ 0; 30
0; 60

= 36

E (Y jX1 = 16) = 46£ 0; 15
0; 20

+ 42£ 0; 05
0; 20

= 45
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E (Y jX2 = 0) = E [E (Y jX1;X2)jX2 = 0] = 39; 6

E (Y jX2 = 1) = E [E (Y jX1;X2)jX2 = 1] = 32; 4

=) E (Y jX1) = 9 + 2; 25 ¢X1 y E (Y jX2) = 39; 6¡ 7; 20 ¢X2:
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