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FUNCIONES

Una funcién representa una relacién entre una variable, que
llamaremos por ejemplo y, y otro conjunto de variables, por ejemplo
X,z,..... La caracteristica fundamental de una funcién es que, para
cualquier conjunto dado de valores de x, z, . . ., existe uno y solamente
un valor para y.

Ejemplo:

y=fx)=x"



FUNCIONES: DOMINIO Y RANGO

Dominio de la funcién:

e Valores que puede tomar x
Rango de la funcién:

e Valores que puede tomar y

Si llamamos X al conjunto de valores que componen el dominio
y llamamos Y al conjunto de valores que componen el rango,
escribimos

f:X—=Y.

Ejemplo: Si x € [0,5] ey = f(x) = x2, entonces

£:10,5] = [0,25).



DERIVADA DE UNA FUNCION (I)

» Suponga que y es una funcién de x, i.e. y = f(x). La derivada de

f(x) con respecto a x, cuya notacion es

afT(xx) o bien g—z,
nos dice como cambia f(x) cuando x se incrementa en una
cantidad muy pequefa (infinitésima).

e Siy aumenta cuando x aumenta, entonces la derivada es
positiva, % > 0, y siy disminuye cuando x aumenta, entonces la
derivada es negativa, % < 0.

e Si g—Z > 0 para todo valor de x, entonces y es una funcion creciente
dex, y si % < 0 para todo valor de x, entonces y es una funcién
decreciente de x.

e Por ejemplo, la funcién y = x?

de x € (0,5]

es creciente para todos los valores



DERIVADA DE UNA FUNCION (II)

« Considere nuevamente el caso de y = x?, pero ahora
supongamos que x € X = [—5,5].

e Para valores de x menores que 0 la funcién es decreciente,
mientras que para valores de x mayores que 0 la funcién es
creciente, ya que

%y

== =2x < Oparax € [-5,0) Ya

—y frd
p P 2x > Oparax € (0,5] .



DERIVADA DE UNA FUNCION (IIT)
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FIGURE: y = x?



DERIVADA SEGUNDA

e La derivada segunda, cuya notacién es

f/l ( x) — azy

ox2’
nos indica cudnto cambia la derivada como resultado de un
pequefio aumento en x.

. dy 9%y
e Sitenemos 5 >0y Frolid 0, no solamente ocurre que y aumenta
a medida que aumenta x, sino que también y se incrementa en
cantidades cada vez mas grandes.



FUNCION CONVEXA

y=f(x)

FIGURE: Funcién convexa



FUNCION CONCAVA

oy

FIGURE: Funcién céncava



DERIVADAS Y LA PENDIENTE DE UNA
TANGENTE (I)

Suponga que y = f(x). En el caso que % > 0, si dibujamos una recta
en el punto (x,y), esta recta tendré una pendiente positiva, o sea sera
una recta creciente. Si % < 0, entonces la recta tendrd una pendiente

negativa.

y=f(x)

Xy Xz

FIGURE: Rectas tangentes



DERIVADAS Y LA PENDIENTE DE UNA
TANGENTE (II)

Note primeramente que la pendiente de una recta es

Y—0n

pendiente = .
X2 — X1

Line2

Linel
Y
Yo - slope=(y,—y) (X—Xo)

Xy X5 X




DERIVADAS Y LA PENDIENTE DE UNA
TANGENTE (III)

Y2 B
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ALGUNAS REGLAS DE DERIVACION (I)

e Suponga que y = a4, donde a es una constante, entonces

Iy
x
ya que X no afecta ay.

e Suponga que y = ax, entonces

oy _
3 a.
e Suponga que y = ax?, entonces
a—y = abxb1,

ox



ALGUNAS REGLAS DE DERIVACION (II)

e Suponga que y = ¢, entonces

W
a—e.

¢ Suponga que y = In(x), entonces

gy _ 1
ox x



REGLA DE LA CADENA

e Suponga que y es funcién de x, y que x es funcién de z, i.e.

y =f(x(2)),

donde x(z) indica el hecho de que x es funcién de z.

e ;Quées g—Z? Est4d dado simplemente por

dy _ dyox

dz  Odxoz

e Por ejemplo, suponga que y = In(x) = In(z? + 2z), i.e.
x = z2 + 2z, entonces
dy _dyox _ 1

Fri e

(2z+2)
2242z




REGLA DEL PRODUCTO

e Suponga y(x) y g(x), y que z = y(x)g(x). Entonces,

%~ Yol + Bfw).

e Por ejemplo, suponga que z = (2x + 3)(3x?), entonces

gi = 8x Xf(x + (6x)(2x + 3)

= 6x2 + 12x2 + 18x = 18x2 + 18x.



REGLA DEL COCIENTE

» Suponga que y(x) y g(x), donde z = éy% Entonces,

2 P - B
2e81%) ~ 3/ 1%),

ox 8(x)

2;‘;13, entonces

e Por ejemplo, siz =

9z P - Bf)  @+1)—(1)(2x—3)
x - g2 (x+1)2
_2x42-2+3 5

(x+1)2 C(x+1)%




FUNCIONES DE MAS DE UNA VARIABLE

Suponga y = f(k(z),1(z)). La variable y depende de k y I, y estas
a su vez dependen de z. ;Cémo podemos encontrar la derivada
g—Z? Esta dada por

dy _ dyok dydl

oz okoz ol oz
Por ejemplo, suponga que y = k*l, y quek =2z y [ =z 2.
Entonces,

dy _dyok  dyol _

b4 gy ot _ -1 o3
52— k92 T a1z = @kKTD2+ (K)(=2)z7



MAXIMO Y MINIMO DE UNA FUNCION

(I)

¢ Suponga que y = f(x). Si algun punto x* es un minimo local o un
mdximo local de la funcién f, entonces satisface

fx) =o.

e Si una funcion es estrictamente céncava, entonces tiene
solamente un maximo, mientras que si es convexa tiene

solamente un minimo.
e Para ello usamos la derivada segunda de f: Si f” (x*) < 0
(funcién céncava) entonces f tiene un tinico méximo, si en

cambio f” (x*) > 0 entonces x* es el tnico minimo.



MAXIMO Y MINIMO DE UNA FUNCION

(II)

y B

N




MAXIMO Y MINIMO DE UNA FUNCION
(11I)

Por ejemplo, supongamos que y = x2.

e Entonces un maximo o minimo x* debe satisfacer
f'(x*) =2x" =0.

Conlo cual x* = 0.
e Es mas, como

f(x) =f"(0) =2>0,

x* = 0 es un minimo global o tinico (ver la Figura 1).



MAXIMIZACION CON CONDICIONES
DE IGUALDAD
Muchas veces tenemos que solucionar problemas de optimizacién

con condiciones adicionales. Por ejemplo, considera un consumidor
que quiere maximizar su utilidad

max {a; Inx; +ap Inx, } 1
X1,X2

comprando dos bienes x1, x, dado precios p1, p2. Su restriccién
presupuestaria es:

pix1+paxa = (<) y 2)

(Sabemos que la restriccién se va a cumplir con igualdad porque el
consumidor siempre prefiere mds de los dos bienes.)



METODO 1: SUSTITUCION

Obtenga x, como funcién de x1,y, p1 y p2 utilizando la restricciéon (2):

= Lpzlxl, 3)

X2

Sustituya (3) en el criterio (1) para obtener

max {le Inx; +ayIn <y_p1xl) } .
X1 pz

Tomando la derivada con respecto a x; e igualando a zero se obtiene

R —
1 (0(1 + Déz)pl
Utilizando otra vez (3) se llega a
oy

X =—_.
27 (m + ao)p2



METODO 2: LAGRANGIANO

Reescribe la restriccién en forma de “- - - > 0” (recordando que gastos

tienen que ser igual o menor a y):

y—pixgp—pxa =(>) 0 (4)
|\ ——

=C(x1,%2)

Formar el Lagrangiano: Sumamos al criterio (1) el lado izquierdo
de (4) (es decir, C(x1, xp)) multiplicado por A (de esta forma, siempre
obtenemos A > 0, interpretandose A como el precio sombra):

L(x1,x3,A) = x1Inxy + apInxy — A(p1x1 + paxa — )

Tomando las derivadas de £ en x; y x, e igualando a zero, obtenemos
un sistema de tres ecuaciones en las tres incégnitas x1, xp, A

(recuerda (4)). La solucién del sistema son los mismos x7, x; como
antes.



INTERPRETACION DEL PARAMETRO DE
LAGRANGE A

A es un precio sombra:

e En general: si relajamos la restriccién (2) en una unidad
(marginal), entonces el criterio (1) (maximizado) se incrementara

en A unidades.

e En nuestro ejemplo: sile damos al consumidor un euro mds de

ingreso y, su utilidad se incrementara en A unidades.



DISCUSION DE LOS DOS METODOS DE
SOLUCION

e Las dos formas son equivalentes; siempre llevan al mismo
resultado.

e Depende de las circunstancias y del gusto personal cudl es
preferible.

e Si hay mds de una restriccién, normalmente el Lagrangiano es el

método mds sencillo.
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