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Solucion Hoja de Ejercicios 5

Estadistica

1. Sean X1, Xo,... una secuencia de VAs. Demuestra que X,, —2 b si y sdlo si

lim E(X,)=0by lim V(X,)=0.

n—oo n—oo

Tenemos que X,, —o bsiy sélosi E (X, — b)2 — 0 cuando n — oo. Entonces

E(X,-b)" = E(X,+E(X,)-b)’

= E({Xy—E(Xa)}—{b-E(Xa)})’*

=0
= E{X,-EX)Y+E{d-EX,)) -2{b- E(X,)}E{X, — E(X,)}
= V(Xn)+{b—E(X.)}".

2. Sean Xi,....,Xy, IID con media p = EX; y varianza 2=V (X1). Sea X, la media muestral.

Demuestra que X, —2 b

XnagusiE(Xn—,u)Z:V( )—i—{u E( )} — 0 cuando n — oo. ComoE(Xn):uy
V(X'n)202/n—>0,SedemuestraqueE(Xn—u)z—>0.

3. Sean X1,....,X, IID con media p = EX; y varianza o2=V (X1). Sea X, la media muestral Y

sea S2 la varianza muestral.

a)

Ya sabemos que ES? = o%. ;Entonces podemos concluir que S2 —, 02 y/o S% —q o*?
s Qué nos faltaria? Razona tu respuesta.
Sabemos que S2 tiene esperanza o2, pero eso no garantiza S2 —, o (porque no dice nada

acerca de la probabilidad cuando n — oo) ni que S? —,, 0% (porque no dice nada de V (S?l))

Alternativamente, escribe
I -
2 2 2
Si=ens DX = da X
=1
y demuestra que ¢, — 1 y que d,, — 1. Entonces aplica la LGN a = ZZ XZya X,,. Luego
utiliza las propiedades de —, para encontrar el plim de S2.

Tenemos que

52 = n_lz(xi_xnf
pa
- LS oax, + X
i=1
- n_l{;X2—2nX2+nX2}
- nT—Llin X?_nT—LlX’QL'

=1
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Entonces

. 2 _ . n o1 = AT n ( ) 7>2
P = (nlggon_J (pnlzf;onZXz> (,}Lngon_l) P, e
= 1E(X7)—1-(p)’
= E(X})-p*=V (X)) =0

4. Suponga que Pr(X =1) =Pr(X = —1) = 1/2. Define

¥ _ X con probabilidad 1 — +
") en con probabilidad %
¢ Converge X,, a X en probabilidad?
Si, porque
1
Pr(| X, —X|>¢€) <Pr(X,=¢€")=——0.
n
¢ Converge X,, a X en distribucion?
51, porque X,, —, X implica que X,, —4 X.
s Converge E (X, — X)? a cero?
No, porque
2 2 1 on 1 _ €
EX,-X) =0"(1—-=])4e&" —=— — 0.
n n n

5. Suponga que X, ~ N = (0,1/n) y sea X una VA con distribucion F (x) = 0 si © < 0 and
F(z)=1siz>0. sConverge X,, a X en probabilidad?
Si, porque
E(X,)* 1
Pr (X, — X| > €) = Pr(|Xp| > ¢) < 2] Ln

2 2
¢ Converge X,, a X en distribucion?

Si, porque X,, —, X implica que X,, —4 X.

6. Sean X1, Xo,..., X, vectores aleatorios IID con

X .
Xi _ ( 14 )
Xo;
= o\ EXu
Ho EXy;

y matriz de varianzas-covarianzas 3. Sean

con media

Xln = %ZXM y in = %ZX%
i=1 i=1

y define Y, = Xln/Xgn. FEncuentra la distribucion limite de Y,,.

Tenemos que

Jal Smmee) N o)
X2n_u2



Estadistica. Soluciones Hoja 5 Carlos Velasco. MEI UC3M. 2007/08

y por otro lado la funcién g (1, x2) = 1 /22 satisface g (uq, o) = p1/lo ¥y

—

y por tanto
V= Vg (s pe) = ( Hz 2 ) .
— 11/ 13
Por tanto
Vi (Y = py/pg) —a N (O, VgEVH)
donde

/
1/u 1/
ViEV, = /22 b /22 ,
—H1/p5 —H1/p5

asumiendo que iy # 0.



