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Soluciones Hoja de Ejercicios 3

Estadistica

1. Demuestra que V (X) =0 si y sélo si hay una constante c tal que Pr(X =c¢) = 1.

Si Pr(X = ¢) = 1 entonces claramente EX = = cy EX? = ¢? y por tanto

V(X) = EX?—(EX)’

= Z—(e)=0.

Si V (X) = 0, eso significa que E (X — p)* = 0, y como (X — p)? > 0, necesariamente, (X — p)° =
0 con probabilidad 1, es decir X = p = ¢ con probabilidad 1.

2. Demuestra que el valor esperado de una VA B (n,p) es np y su varianza es np (1 — p) .

Tenemos que su X ~ B (n,p), entonces podemos escribir

X =YY, Y;~ Bernoulli(p) IID,
=1

entonces, usando que Y; tienen igual media p,

EX:EH:EYZ- zip=np,
=1 =1

y usando independencia,

VX =) VYi=) p(l—p)=np(l-p).
=1 =1

3. Demuestra que E (S3) = 0? si X1,..., X, es una muestra IID.
1 " _
S721 = n—lZ(XiiX":t‘uf
=1
1 n ~ )
= — Z_M_ n—M
n—1 ([X ] [X ])
i=1
1 n
B n—1z([Xl_“]2_2[Xi—H][Xn—u]+[Xn—u]2)
i=1
. nil{ Xyl —2n X mnma}
=1
1 n
T on-1 ;[Xi_”] —n [Xn — 4]

Ahora,
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mientras que, usando independencia y por tanto incorrelaciéon de las X,

2

FE [Xn — u] = Var [Xn}
1 « ’
= FE|- X —
- ;( u)]
1 n n
= EZZE()Q—H)(XJ_M)
i=1j=1
1 n n
= EZZCOU (Xi,Xj)
i=1j=1
1 — o2
= — V(X)) = —.
i=1
Then )
1 1
4. Sea
L+ 0<x<1,0<y<2
fX7Y(x): 3( y) — — _y_
0 en el resto
Encuentra V (2X —3Y +38).
Tenemos que
V(X -3Y+8) = V(2X-3Y)

— V(2X) 4V (=3Y) + 2C0v (2X, —3Y)
= 4V (X)+9V (Y)—-12Cov (X,Y).

Ahora tenemos que

2 272
1
tx@ = [ror@ody= [ garndg=g e+
0o 3 3 2 |,
1
= §(2m+2) 0<z<1,
y por tanto
1 3 1
12
EX = /xfx(x)dx—/ = (2x4+2)dr = = g2
o 3 313 o
_ (2, )5
- 3\3 -9
LS 1224 2 1"
EX? = /foX(a:)dx:/Ox23(2x—|—2)dx:3{z—|—3x3}0
12 2\ 141 7T
3\4 3/ 123 18
y por tanto

7 (5\° 63-50 13
X=_—_(2) = = =8.0247 x 1072
v () 870  18xg 02710
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Para Y,
1 1 [2 !
) = [fer@nd= [ Gerna=g|5 ol
0 0
1/1
= (= <y<2
3(2+® 0<y<2,
y por tanto
2 2 3172
1/1 1|1y Y
EY = dy = == dy = - |22 + 2
/yﬁ%w Yy [;y3<2+y)11 3{4 +3}0
_ L4 8y 1
- 3\4 3] 9
2 3 472
1 1|1y Y
EY2 — 2 d :/ 25 = d P
/thWZ/ V3 5 ty)dy=35|- T,
1/4 16
= Z([=+4+4) ==
3(3+> 9
y por tanto
2
16 11
VY =— — (=] =0,28395.
s (s) o
Finalmente,
1 2$y
EXY = /wmywﬂmm%i//—§u+wm@
0 0
127 a3 a2 1271 L1t
= = - | dy= - —+y?=| d
[ o3 b
RNV Ui Uk
3123 32],
_ ol 42
3113 3] 3
y por tanto
C(X,Y) = EXY - EXEY
_ 2. 51
3 99
= —1.2346 x 1072,
Entonces
V(X -3V +8) = 4V (X)+9V (V) —12Cov (X,Y)
= 4%8.0247x107%49x0,28395 — 12 (—1,2346 x 107?)
= 3.0247.

5. Prueba que
VY)=FE[VY|X))+VI[EY]|X)].

Pista. Sea m=FE(Y) y g(z) =E(Y|X =), porlo que E(g(X)) =E(Y) =m. Ahora escribe
V() = EY -m)’
= E({Y —g(X)} —{g(X) —m})*,
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expande el cuadrado del binomio {-} — {-} y toma esperanzas de cada término, usando la ley de
esperanzas iteradas, E || = E[E (| X)].

Tenemos que
V() = EY -m)’
= E{Y —g(X)}—{g(X)—m})*
= E({y = g()P) +E ({g(X) = m}’) = 2B{Y = g(X)}Hg (X) - m}.

Ahora tenemos que
E({y —g(0Y) =E[E({y —g 0P 1X)| = E[B({y - EQIX)}|X)| = B[V (Y|X)].

y
E({g(X)-m}*) = E({E(VIX) - EEE(YIX)]}) = V (E(Y]X)).

Finalmente

E{Y —g(X)i{g(X)—m} = E[E{Y -g(X)}{g(X)—m}|X)]

E{g(X)—m} E(Y —g(X)|X)
=E(Y|X)—E(Y|X)=0
= E[{g(X)—m}-0]=0.

6. Usando el mismo procedimiento demuestra que la funcidn de regresion es la que, de entre todas

las posibles (funciones m de X ), minimiza la varianza del error de prediccion,
g(z)=E[Y[|X =2],

= ¢ minimizaenm FE [(Y —m (X))ﬂ = Varianza del error,
donde
E(Y -m(X))*=E({Y - g(X)} — (9(X) - m (X)))".

Procediendo como en el ejercicio anterior,

E(Y —m(X))* E({Y —g(X)} — (9(X) —m(X)))*

= E({v—g(X)F) + E({g(X) = m(X)}) = 2B({Y = g (X)} g (X) = m (X)}).

Ahora tenemos que E ({Y —g (X)}2) no depende de la funcién m que elijamos, por lo que no
se puede cambiar en el problema. Por otro lado E ({g (X)—m (X)}2) se hace minima (igual a
cero) si elegimos m (x) = g (z) = E[Y|X = z], mientras que
E{Y —g(OHg(X)—m(X)}) = EIE{Y —g(X)}Hg(X) ~m(X)}X)] por la LEI
= E{g(X)—m(X)}EY —g(X)|X)]
= El{g(X)—m(X)}0]=0.

Por tanto el tinico término que se puede minimizar es el segundo, y la solucién es tomar m (x) =
g(x) = EY|X =a].
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7. Suponga que E (Y|X) = X. Demuestra que Cov (Y, X) =V (X).

Primero tenemos por la ley de esperanzas iteradas que EY = F[E (Y |X)] = EX,

Cow(Y,X) = E[(X—EX)(Y - EY)]

E{(X — EX)(Y — EY)|X}] por la LEI

(X —EX)E{(Y - EY)|X}]

(X - EX){E[Y|X] - EY}]

(X —EX){X —EX}], porque E(Y|X)=Xy EY =EX
(X — EX)2] —V (X).



