SOLUCIONES AL EXAMEN DE ECONOMETRIA |

Curso 2000/2001

PREGUNTA 1

Para estudiar si existen diferencias salariales entre hombres y mujeres en una industria, se toman
100 individuos al azar y se considera una funcién de regresion que relaciona a la vez el salario con
los afios de estudio y experiencia laboral para hombres y mujeres utilizando una variable ..cticia.

Las variables consideradas son:

W; = salario hora del individuo ¢ en miles de pesetas.
S; = afos de estudio del individuo 1.
E; = afios de experiencia laboral del individuo i.
M = 1 si el individuo 7 es mujer
* ) 0sielindividuo i es hombre

La funcidn de regresion considerada es:
Wi = B, + By M; + 3,5 + 8,5: x My + B, E; + B E; x M; + Uy,

donde U; es un término de error que cumple todos los supuestos clasicos. Los valores de los coe..-

cientes estimados por minimos cuadrados ordinarios son:

3, = 2,0(0,10)
By = —0,5(0,20)
B; = 0,09(0,01)
B3, = -0,02(0,10)
Bs = 0,1(0,05)
Bs = —0,05(0,02)

Entre paréntesis se encuentran los errores estandar de cada uno de los coe...cientes estimados, que son
computados suponiendo que se cumplen todos los supuestos clasicos. La suma de cuadrados de los
residuos es U'U = 240. Por otro lado, se estima el modelo imponiendo la restriccion 5, = 5, = 84 =
0, obteniendo una suma de los cuadrados de los residuos de U'U = 360. Cuando proceda, escriba la
hip6tesis nula y alternativa e indique si el contrate ofrecido es exacto o asintético, detallando, en el

primer caso, los supuestos distribucionales que son necesarios.



1. (2 puntos) Interprete cada uno de los coe..cientes del modelo y escriba las funciones de regresion

estimadas para hombres y para mujeres.

2. (2 puntos) Contraste, al 5% de signi..cacion, que la variacidn de los salarios cuando el nivel de

estudios varia en una unidad es idéntica para hombres y para mujeres.

3. (3 puntos) Contraste, al 5% de signi..cacion, que los modelos de salarios son idénticos para

hombres y para mujeres .

4. (3 puntos) Explique el efecto que tendra sobre los contrastes realizados que las varianzas de
los términos de error, dados el nivel de estudios y experiencia laboral, para hombres y mujeres
son diferentes. ¢(Afectard esta circumstancia al sesgo de los estimadores propuestos? Comente
sobre la validez de los contrastes propuestos realizados en los apartados 2 y 3 en este nuevo

contexto. Justi..que sus respuestas.
Solucion:
1. Los dos modelos de regresion son los siguientes:

W 081+ B3S; + 85 E; + U; si i es hombre.

W; (B1 + B2) + (B3 + B4) Si + (Bs + Bg) Es + U; si i es mujer.

Por tanto, 3, es la constante de la funcidn de salarios de los hombres, interpretable como el
salario medio que recibiria un hombre sin ningln afio de estudios y sin experiencia profesional.
B4 se interpreta como la diferencia entre las contastes de la funcion de salarios de mujeres y
hombres. 3, se interpreta como la variacion del salario de los hombres cuando aumenta en
un afio sus estudios, manteniendo constante su experiencia laboral. 5, se interpreta como la
diferencia entre la variacion en los salarios de mujeres y hombres cuando aumenta en un afio
sus estudios, manteniendo constante la experiencia laboral. 35 se interpreta como la variacion
en los salarios de los hombres cuando aumenta en un afo su experiencia laboral, manteniendo
constante sus afios de estudio. (4 se interpreta como la diferencia entre la variacion en los
salarios de mujeres y hombres cuando aumenta en un afo su experiencia laboral, manteniendo

los afos de estudio constantes.

2. Lahipotesis nula a contrastar es Hy : 3, = 0 versus H; : 3, # 0. Se puede realizar el contraste



mediante un estadistico ¢ para contratar la signi..catividad de la variable interactiva S; x M;.
By =002
SE (B4) 0,10

Suponiendo que los errores son normales,

t= -0,2.

t ~ tgy bajo Hy.
La aproximacién asintotica establece que,

t ~ N(0,1) bajo Hy.

aprom
De hecho, dado el elevado nimero de observaciones disponibles, tqs ~ N (0,1) y los valores
criticos en los dos contrastes son practicamente idénticos. El valor critico, al 5% de signi..-
cacion, es 1,985 utilizando la t94 y 1,96 utilizando la N (0,1) . |¢| es muy inferior al valor

critico, por lo que no podemos rechazar la hipdtesis nula.

. La hipdtesis a contrastar es Hy : 8, = 8, = (¢ = 0. Con la informacién disponible, solo
podemos realizar un contraste tipo F' basado en la suma de los cuadrados de los residuos. El
estadistico del contraste es:
(00 -0D) /g

U/ (n— k)

donde ¢ es el nUmero de restricciones impuestas, ¢ = 3, y k el nimero de parametros del

F =

modelo no restringido, & = 6. Por tanto,

F = M =10, 444.
360/ (100 — 6)
Suponiendo que la distribucion condicional de los errores, dadas las variables explicativas, es

normal.
F ~ F(3’g4) bajO Hy.
Sin realizar el supuesto de normalidad, sabemos que,

F ~ x3/3 bajo Hy.

aprox
De hecho, dado el elevado nimero de observaciones disponibles, 375,y =~ X3 Y los valores
criticos en los dos contrastes son practicamente idénticos. El valor critico, al 5% de signi..-

cacion, es 2, 715 utilizando la Fi; o4 Y 7,82/3 = 2,606 7 utilizando la aproximacion asintotica



(obsérvese que los valores criticos computados por cualquiera de los dos procedimientos son

practicamente idénticos). Por tanto, rechazamos la hipotesis nula (10,444 > 2,715 > 2,6067).

4. Se nos plantea un problema de heteroskedasticidad. En particular, pudiera ocurrir que,
o? si i es mujer

E(U2| By, S;, M;) = 02 M; + 0% (1— M,;) = , 02 # o2
(U7 ) =or 73 ( ) o3 si i es hombre 17 9

El enunciado no descarta que o7 y o5 no fueran constantes, sino funciones de E; y S;. El
enunciado del problema dice que los errores estandar han sido computados suponiendo que los
supuestos clasicos se cumplen, entre los que se encuentra que las varianzas condicionales de
los errores son constantes, por tanto, estos errores estandar no aproximan de forma adecuada
las desviaciones tipicas de los estimadores y las conclusiones basadas en el estadistico ¢ de la
pregunta 2 pueden ser incorrectas, no pueden justi..carse desde un punto de vista cienti..co. La
distribucién del estadistico F' bajo la nula, basado en la suma de los cuadrados de los residuos,
tanto en su version exacta, suponiendo normalidad, como en su version asint6tica, depende del
supuesto de homoskedasticidad. Por tanto, las conclusiones a las que llegamos en la pregunta 3
pueden ser incorrectas, no tienen justi..cacion desde un punto de vista cienti..co. Sin embargo,

los estimadores MCO siguen siendo insesgados.
PROBLEMA 2

En un estudio de mercado realizado por una empresa se ha considerado el siguiente modelo de

regresién, que relaciona ventas con gasto en publicidad:
1/7',:61 +/32X12+1/;7 izla"'?”’ (l)

donde X, e Y; representan, respectivamente, el gasto en publicidad (en miles de pesetas) y las ventas
(en millones de pesetas) de la empresa ¢, V; es un término de error. El modelo se ha estimado en

base a una muestra aleatoria de 32 empresas, resultando el modelo estimado:

Y, = 2,554+ 0,327 X0, i =1,...n (2)

siendo el coe..ciente de deperminacién R? = 0,122. Un analista de mercado que participa en el
estudio, ha sugerido que los gastos en investigacion y desarrollo (I1+D) y el precio del bien pueden
tener también capacidad de explicar el comportamiento de las ventas, proponiendo el siguiente

modelo alternativo:



Yi =0, + By Xio+ B3 Xis + 3, Xsa + U, i=1,...,n @3)

donde X3 representa los gastos anuales en 1+D, en miles de pesetas, y X4 representa el precio del
bien (en pesetas) ..jado por el principal competidor de la empresa, U; es un término de error. Esta
segunda ecuacion se estima con los datos disponibles, dando lugar a un coe..ciente de determinacion
R? = 0,216. Suponemos que (Y1, X2, X13, X14), -, (Y, X2, X3, X,0a) SON observaciones inde-
pendientes e idénticamente distribuidas como (Y, X5, X3, X4). Cuando proceda, escriba la hipotesis
nula y alternativa, suponga que bajo la hipétesis nula se cumplen todos los supuestos clasicos, e
indique si el contrate ofrecido es exacto o asintotico, detallando, en el primer caso, los supuestos

distribucionales que son necesarios.

1. (2 puntos) Suponiendo que la esperanza condicional de Y dado X es lineal, y por lo tanto
idéntica al predictor lineal dptimo, exprese los coe..cientes 3, y (3, en términos de esperanzas,

varianzas y covarianzas.

2. (2 puntos) Suponiendo que los errores U; cumplen todos los supuestos clésicos. Contraste al
5% de signi..cacion la signi..catividad del gasto en publicidad en el modelo representado por

la Ecuacion (1).

3. (3 puntos) Contraste al 5% de signi..cacion si es necesaria la inclusién de las variables explica-
tivas X;3 y X;4 en el modelo representado por la Ecuacidn (1). Esto es, contraste si X;3y X4

son signi..cativas de forma conjunta. Justi..que la respuesta.

4. (3 puntos) Sobre la base de los contrastes realizados, discuta la insesgadez y e..ciencia de los

estimadores MCO del pardmetro 3, obtenidos en los dos apartados anteriores.
Solucidn

1. El predictor lineal 6ptimo de Y dado X lo podemos expresar como,
Er (Y[ X2) = By + 2X,
donde,

<ﬁl> =arg minF | (Y —a—ng)2 .
ﬁ2 a,b



Las ecuaciones normales son,

2B (Y — B, — f3X2) = 0
—2E[(Y — By — B,X2) Xo] = 0,
cuya solucion da lugar a,
B = E()-PE(X2),
_ Cov (Y, X5)
o = Var (Xg) ’
por tanto,
B (v]X) = B () + S2 0 X (v, pxy).

Var (Xs)

. La hipétesis nula y alternativa se pueden escribir como,
Hy:B8,=0 wvs Hy:8,#0.

La informacion disponible solo permite realizar el contraste utilizando un estadistico F', expre-
sado en términos del coe..ciente de determinacion. Observesé que la hip6tesis nula indica que
ninguna variable explicativa del modelo es signi..cativa, por tanto el estadistico del contraste
de signi..cacion global es:

R (k=1 0,122

F= (1_32)/(n_k) T1-0,122)/30

4,16

teniendo en cuenta que en nuestro caso n = 32y k = 2. Suponiendo que los errores son

condicionalmente normales,
F ~ F(1’30) bajO H(].
La aproximacion asintotica establece que,

F ~ X%D bajO H().

aprox
El valor critico al 5% de signi..cacion es aproximadamente 7, 5625 utilizando la F{; 30), Y 6,649

utilizando la Xfl). El valor del estadistico F' es mayor el valor critico utilizando cualquiera de

los dos criterios, y, por tanto, la hipdtesis nula se rechaza al nivel de signi..cacién propuesto.



3. La hipdtesis a contrastar es la siguiente,

Hy:B5=084=0 wvs Hy:08;#008,#0

La informacién disponible obliga a utilizar un estadistico F' en términos de los coe..cientes de

determinacion del modelo restringido y no restringido. Esto es,

R2 - R2
o ( A >/q _ 26012 0
(1—R2)/(n—k) (1-0,216)/28

teniendo en cuenta que en nuestro caso g = 2, n = 32 y k = 4. Suponiendo que los errores son

condicionalmente normales,
F ~ F(330) bajo Hy.
La aproximacion asintotica establece que,

F ~ x?%/2 bajo Hy.

aprox
El valor critico utilizando la F(230) €s 3,3158 > 1,99, por lo que se no se puede rechazar
Hy. EIl valor critico utilizando la aproximacion asintdtica es 5,99147/2 = 2,9957 > 1,99
(Pr (sz) > 5,99147) = 0,05) , por lo que tampoco se rechaza la hipdtesis nula utilizando
esta aproximacion. Obsérvese que el contraste exacto es mas conservador que el asintético, al

tener una probabilidad del tipo | de error menor.

4. Las variables X3 y X, no son signi..cativas de forma conjunta, por lo que se espera que el
estimador MCO de [, en modelo restringido (1) sea mas e..ciente que el estimador en el

modelo no restringido (3).
PROBLEMA 3

En una industria, las empresas que la componen relacionan sus stocks esperados de productos

acabados, Y¢, con sus ventas anuales esperadas, X¢, de acuerdo con el modelo lineal:
Ye=a+ X +e¢,

donde oy 3 son coe..cientes desconocidos y e es un término de error con media cero e incorrelacionado
con X°. Las ventas anuales observadas, X,di..eren de las ventas esperadas por un error de medida,

U, de media cero e independiente de X° y ¢, esto es,

X=X 4T, (@)



Por otro lado, los stocks de productos acabados observados, Y, di..eren de los experados por un error

de medida, V, con media cero e independiente de X¢, Y° y de ¢,
Y=Y°-V,

1. Discuta de forma razonada las propiedades de consistencia del estimador de minimos cuadra-
dos de (3, basado en observaciones (Y1,X;),..., (Y,, X,) independientes e idénticamente dis-

tribuidas como (Y, X) :

en cada uno de los siguientes escenarios:

(@) (2 puntos) Cuando F (V2) = 0, esto es, Y;° son observadas, pero E (U?) # 0.
(b) (2 puntos) Cuando E (U?) = 0, esto es, X¢ son observadas, £ (V?) # 0.
(¢) (2 puntos) Cuando E (UV) =F (UQ) =0, lo que implica que U = V con probabilidad 1,

y que el coe..ciente de correlacién entre U y V esigual a 1.

2. (4 puntos) La teoria nos dice que la cantidad de trabajo, L, empleada por la empresa, es una

funcion lineal deterministica de las ventas anuales esperadas, es decir,
L =0, +6,X¢ con probabilidad 1,

donde 6; y 65 son constantes desconocidas. Esto implica que el coe..ciente de correlacion entre
Ly X¢esigualalcuandod, > 0, e igual a —1 cuando 6, < 0. Proponga un vector de instru-
mentos, y demuestre que es valido para estimar de forma consistente el vector de paradmetros
(o, B). Proporcione una expresion para el estimador de variables instrumentales basado en
observaciones (Y1, Xy,L1), ..., (Yn, X,, L, ) independientes e identicamente distribuidas como

(Y, X,L).
Solucién

1. Escribimos,

Yi = o + X, + (e — BU; + Vi)



) L3 (ei— BU + Vi) (Xi — X)
_ +n 1=1
b=p L5 (X - X)?

n i=1

)

Por la Ley de los Grandes NUmeros, las medias muestrales convergen en probabilidad a sus

analogos poblacionales, por lo que tenemos que,

X 2 E(X)

23 (e~ BV V) B Bl - BU + V)
=1

%Z(ei _BU 4 V) X: B (e — BU+ V) X]
=1

1
= Y X7 S E(X?)
=1

Los supuestos sobre los que descansa nuestro modelo implican que,

E(X) = E(X°)
Ele-pU+V] = 0
Ele-BU+V)X] = E[c-BU+V)(X°+U)]=-BE(U*)+EUV)
E(X?) = E(X)+ E(U?).
Por tanto,
%i(gi_ﬁUi+W)(Xi_X) = %i(€i—ﬁUi+W)Xi—X% 3 (ei = BU + Vi)
L E[(e—-BU +V)X] - E(X) %0
= —BE(U*)+E(UYV).
y
1 n

_Z(Xi—Xf:%infXQ&E(X2)fE(X)Q:E(Xe2)+E(U2)fE(Xe)2.

i=1 i=1

Por lo tanto,

—BE (U*) + E(UV) _ —BE(U?) +EUYV)

E(X)+ E(U?)— E(X¢)? Var(Xe)+E(U?)

1=

)

observando que Var(X¢) = E (X?) — E (X*©)*. A partir de esta expresion tenemos que:



@

—BE(U*)+EUV)

. E(U?)
Var(X¢)+ E(U?) b

~ Var (X¢) 4+ E (U2)

358+ < B,

teniendo en cuenta que E (UV) = 0, al ser V' una contante igual a cero. El estimador es

inconsistente.

(b)

- —BE (U?) +E(UV)
A ORI

teniendo en cuenta que se ha supuesto que U es una constante igual a cero, y por tanto
E(U?)=0y E(UV)=0.
(©)

P —BE (U?) + E (UV)
A N OESAUE)

=6+ (1-pE (U {zﬁsiﬂ:l

Var (Xe)+ E(U2) |#£BsiB#1’
teniendo en cuenta que E(UV) = E (U?) . El estimador es consistente solamente cuando
el stock esperado aumenta en la misma proporcion que las ventas esperadas, esto es,

cuando g =1.
2. El vector de instrumentos a utilizar es

)

esto es se instrumentaliza la variable X que esta correlacionada con el término de error <. La

primera condicién que ha de cumplirse es,
E(We) =0, 4)

Por un lado,

por otro,
E(Le)=FE[(01 + 02X )e] = 01E (¢) + 0:E (X e) = 0.

Por lo que la condicién (4) se cumple. Las dos ecuaciones en (4) pueden escribirse como:

E(Y - a—BX) 0

E((Y - a- X)L

0,

10



o de forma méas compacta como:
(E(Y))[ Lo ](aﬂ)o (5)
E(YL) [ E(L) E(XL) J ’ ’
ecuacion que solo tiene solucion en términos de («, 3) cuando,
1 E (X)
E(L) E(XL)

=Cov (X,L) #0,

que es la segunda condicion que ha de cumplir nuestro vector de instrumentos. Observamos

que:
Cow(X,L) = E(XL)—E(X)E(L)
= E[X°+U)01 402X — E(X°+U)E (61 + 02X°)
= 0,E(X%) + 6,E(X°) —0,E(X°) — 0.F (X°)°
= 6;,Var (X°)# 0 siempre que 65 # 0.

Concluimos que nuestro vector de instrumentos es valido. La solucién del sistema de ecuaciones

(5) nos permite expresar los parametros del modelo en términos de momentos. Esto es,
-1 Cou(Y. L
<a> _ ’V 1 E(X) -‘ <E(Y)) . <E(Y)_ COU(X,L)E(X)>
- - Cov(Y,L .
o) | ew EBxp) | \EOL e
Dadas observaciones (Y1, X1,L1), ..., (Yy, X,, Ly, ) independientes e identicamente distribuidas
como (Y, X, L). Los parametros se estiman por su andlogo muestral, substituyendo medias
muestrales por sus analogos poblacionales. Por tanto el estimador de variables instrumentales
es:
1 -1
R D (%z“m )
% >iey L % ?:1 XiL; J %ZLI XiL

|

|45,

[oox 1 e
{izl LLi XL J} ; <XL>

lo que podemos expresar también como:

VI —

&'l = vy-p X
vio 3yl (Li—L) (Vi -Y)
- " (L - L)?,

donde Y =n ' 30 Vi, X =n"' 30 X;y L=n""3" ) L.
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