April 27, 2022

3. OPTIMIZACION CON RESTRICCIONES DE IGUALDAD:
METODO DE LAGRANGE

En toda esta secciéon D denota un subconjunto abierto de R™.

1. INTRODUCCION
El problema de optimizacién con restricciones de igualdad se define como
(1.1) max (resp. min) f(z) s.a: x €S,
donde f: DCR" — R, g=(91,.--,9m): D —R™ conm<nyS={xeD:
g(z) = b}, donde b= (by,...,by).

1.1. Eliminacién de restricciones. Cuando sea posible encontrar funciones h =
(h1,-..,hm) que permitan expresar m variables en términos de las restantes n —m
variables (por ejemplo, las primeras m variables tras una reordenacién si fuera
necesario), en la forma

X1 = h1($m+17"-7xn)

Ty = hm(xm-l-la---vxn)v

de manera que el sistema obtenido es equivalente al original, g(z) = b, entonces
zo = (20, ,1,...,2) es solucién del problema de optimizacién sin restricciones

Opt f(h<xm+1; s 7'/1;n)a Tm41y- - 73571)
siy s6lo si (h(zp),xo) es solucién de (1.1).
Ejemplo 1.1. Se quiere resolver el problema

. r—y—+z=06,
min f(z,y,2) =2x4+y—z s.a { L2 7yy:0'

Despejamos z y y como funciones de z: y = 22, £ = 6+ 22 — 2 y substituimos estos

valores en la expresion de f, que se convierte asi en funcién de z Uunicamente.

F(z) :f(6+22—z,22,z) :2(6+22—z)+22f2:12+322f3z.
La funcién F es una pardbola convexa, luego su vértice, 2°

y, por tanto, el minimo global del problema orginal es

23 11
0o ,0 0\ _ - -
(1’,:1/,2:)—(4,472).

El valor minimo de f en el conjunto factible es 2 - % + % —

= %, es el minimo global

45

1
2= 4
Por supuesto, no siempre es posible despejar expliicitamente unas variables en
funcién de otras. Por este motivo, se ha desarrollado el método de los multipli-
cadores de Lagrange, que se expone a continuacion.
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2. CONDICIONES NECESARIAS DE PRIMER ORDEN: TEOREMA DE LAGRANGE

Sean f: D CR®" — R, g=(g1,-..,9m) : D — R™, tales que f y g son de clase
Clen D.

Definicién 2.1. El punto zyp € S es un punto regular de (1.1) si el rango de la
matriz jacobiana de g en xg, D g(z), coincide con el nimero de restricciones, m.

Observacion 2.2. Intuitivamente, si todos los puntos de .S son regulares, esta condicién
significa que el conjunto factible S es un ‘objeto’ regular y suave, en R", de di-
mension n —m y que en cada punto x € S existe el plano tangente a S, TS, que
se define como

(2.1) z+{veR":Dyg(x)v =0} ={z+v:veR" Dg(x)v =0}
Definicién 2.3. La funcién Lagrangiana de (1.1) es

L(z\) = f(z) + A+ (b— g(a)),
donde z = (21,...,2,) ED, A= (A1,..., ) ER™ y

A (b—g(x)) = Z/\i(bi - gi(x))-

Teorema 2.4 (Teorema de Lagrange). Si zp € S es un punto regular de S y
solucién de (1.1), entonces existe un tinico vector A\g = (A\9,...,A%) € R™ tal que
(20, Ao) es un punto critico de la funcién Lagrangiana de (1.1), es decir

VIL({,E(), )\0) = O,

VaL(zo, Ao) = 0.
Definicién 2.5. Si (29, Ag) es un punto critico de la funcién Lagrangiana de (1.1),

entonces se dice que g es un punto critico relativo de f en Sy que A?,..., A0 € R
son los multiplicadores de Lagrange asociados.

Definicién 2.6. Las ecuaciones
VZL(SIJ[), )\0) = 07
V)\L(.'L‘o, )\0) =0.
se denominan ecuaciones de Lagrange.
Observacion 2.7. El sistema de ecuaciones de Lagrange consta de n 4+ m ecuaciones

y de n + m incégnitas (es un sistema cuadrado).
Notar que VxL(zg, Ag) = 0 es equivalente a g(z) = b.

Observacion 2.8. Si S es compacto, entonces el Teorema de Weierstrass asegura la
existencia de soluciones globales de (1.1) (dado que f es continua por ser diferen-
ciable). Si la condicién de regularidad se cumple, entonces estos extremos globales
deben ser punto criticos relativos de f en S. Por tanto, para determinar los ex-
tremos globales, bastara evaluar estos puntos criticos con la funcién objetivo f. Los
valores extremales de f determinardn los maximos y los minimos de f en S.

Observacion 2.9 (;Por qué las ecuaciones de Lagrange deberfan ser ciertas?). Para
simplificar, supongamos que solo hay una restriccién y el problema es
max = f(x)
s.a. g(z) =0
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En el dibujo siguiente hemos representado el conjunto {z : g(x) = 0} y las superfi-
cies (o curvas) de nivel f(z) = ¢. La flecha indica la direccién de crecimiento de f
(que en cada punto estd dada por el gradiente de f).

Vemos que, por ejemplo, el punto A no puede ser un maximo de f en el conjunto
{z : g(x) = 0}, ya que f alcanza un valor mayor en el punto B, es decir f(B) >
f(A). Asimismo, vemos graficamente que f(C) > f(B). El punto D es exactamente
el punto en el que si nos movemos en la direccién de V f(D) ya no se verifica la
restriccién g(x) = 0. En D, las curvas de nivel f(z) = ¢y g(x) = 0 son tangentes
o, equivalentemente, V f(D) y Vg(D) son paralelos, lo cual significa que uno es un
multiplo del otro V f(D) = AVg(D) para algin A € R.

Ejemplo 2.10 (Maximizacién de Utilidad con Restricciones Presupuestarias). Con-
sideremos el problema

max  u(z) }

sa. prx=t
El punto x € R’} se interpreta como la cesta de consumo y p € R}, como los
precios de los bienes. El agente tiene una renta ¢ y escoge una cesta de consumo x

tal que maximiza su utilidad sujeto a la restriccién presupuestaria , p-x =t. La
funcién de Lagrange es

L =u(z) + A(t — px)

y las ecuaciones de Lagrange son

Vu=MAp
(2.2) pr =t }

Por lo que si * es una solucién del problema, entonces Vu(z*) es perpendicular al
plano p-x = t.



4 3. OPTIMIZACION CON RESTRICCIONES DE IGUALDAD: METODO DE LAGRANGE

Por otra parte, vemos que las ecuaciones 2.2 son equivalente a las ecuaciones
MRS;;(z) = &
bj
pr = t
donde
Ou [Ox;
es la relacion marginal entre el bien ¢ y el bien j.

MRSU =

Ejemplo 2.11 (La condicién de regularidad). Este es un ejemplo que ilustra que si
la condicién de regularidad 2.1 no se verifica, las ecuaciones de Lagrange pueden
no determinar el 6ptimo. Consideremos el problema

max = =
s.a. 2 +y? =0

El conjunto {(x,y) € R? : 23 + y? = 0} est4 representado en la siguiente figura

Claramente, la solucién es z = 0. Pero si escribimos el Lagrangiano

L=x+ Mz +9%)
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las ecuaciones de Lagrange son

1-3x22 = 0
-2y = 0
x3 +y2 — O

La primera ecuacién implica que x # 0 (jpor qué?). Usando la tercera obtenemos
que y = vV—x3 # 0. Como y # 0 la segunda ecuacién implica que A = 0. Pero al
sustituir A = 0 obtenemos una contradiccién. Por tanto, este sistema formado por
las ecuaciones de Lagrange no tiene solucién.

. Qué es lo que falla? El Jacobiano de g es

Dyg(z,y) = (32%,2y)
El punto (0,0) verifica la restriccién del problema, pero
rank (D g(0,0)) = rank (0,0) =0

por lo que la condicién de regularidad no se verifica.

3. CONDICIONES NECESARIAS Y SUFICIENTES DE SEGUNDO ORDEN

Sean f: D CR" — R, g =(91,...,9:m): D — R™ tales que f y g son de
clase C2? en D.
Definicién 3.1. La matriz Hessiana de L con respecto a z, H, L(x, \), es la matriz
simétrica cuyo elemento (4, 7) es
0%L

8a:i8xj
Recordar la definicién 2.1 de espacio tangente al conjunto factible S en un punto
Tg €S

(x, ).

xo + {v € R" : Dg(zo)v = 0}.
Definicién 3.2. El subespacio tangente a S en el punto xg € S es
Ts(zo) = {v € R" : Dg(zo)v = 0}
Luego, el espacio tangente es simplemente xg + Ts(xg).

Teorema 3.3 (Condiciones necesarias de segundo orden). Sea xo un punto regular
de (1.1), que satisface las condiciones de primer orden con vector de multiplicadores
asociado A\g = (AJ,...,A2). Se tiene
(1) sizg esun minimo local de f en S, entonces la forma cuadrética H, L(xg, \o)
restringida a Ts(zp) es definida positiva o semidefinida positiva.
(2) sixgesun maximo local de f en S, entonces la forma cuadratica H, L(zg, Ao)
restringida a Ts(zg) es definida negativa o semidefinida negativa.

Corolario 3.4. Si la forma cuadrdtica H, L(zg, \g) restringida a Tg(zg) es in-
definida, entonces xg no es extremo de f en S.

Teorema 3.5 (Condiciones suficientes de segundo orden). Sea xo un punto regular
de (1.1), que satisface las condiciones de primer orden con vector de multiplicadores
asociado Ag = (A\J,...,A2). Se tiene que
(1) sila forma cuadrética H, L(zg, \o) restringida a Ts(zo) is definida positiva,
entonces xg es un minimo local estricto de f en S.
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(2) silaforma cuadrética H, L(zq, Ag) restringida a Ts(x¢) is definida negativa,
entonces x( es un maximo local estricto de f en S.
Ejemplo 3.6. Vamos a resolver el problema
max xy
s.a. pi1x+py=m

con m,py,p2 # 0.

Sea f(z,y) = zy, g(x,y) = m — prx — poy. Entonces Vg(z,y) = (y,2) que es no
nulo en el conjunto S = {(z,y) € R?: p1x + poy = m}. Por tanto, se verifica la
condicion de regularidad. Construimos el lagrangiano

L(z) = zy + A(m — p1z — pay).

Las ecuaciones de Lagrange son

y—Apr = 0
r—Aps = 0
pP1T+p2y = m.
La solucién de este sistema es
mo o m o m
2p1’ Y 2po 2p1p2

El hessiano de L en el punto

(2", 5") (m m m )
X, =\ 5 5
Y 2p1 2p2 2p1p2

s - ()

que es una matriz indefinida. Por otra parte,
m m
Ts(z*,y*) = {veR?:V (,)-v:()
s(@*, ") { 9\ 5, 2y }
- {(U17U2) GRQ: (p17p2)'(7~117'02) :O}
= {(t,.-2t) e R t e R}
b2

es

Por tanto

D1 v % t P1 0 1)( t > P19
t,~2L4) HL(2", — Py, _ P
(1) Iy )(_gt) Y (1 0) \ =5t P2

si t # 0. Por lo tanto,

es un maximo.
Ejemplo 3.7. Vamos a resolver el problema

max 22+ y2

sa. xy=4
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Sea f(z,y) = 22 +y?, g(x,y) = xy. Entonces Vg(z,y) = 2(y,z) que es no nulo
en el conjunto S = {(z,y) € R?: xy = 4}. Por tanto, se verifica la condicién de
regularidad. Construimos el lagrangiano

L(z) = 2° + 9° + \zy.
Las ecuaciones de Lagrange son
20+ Ay =
2y + Az
Ty =

Este sistema tiene dos soluciones
= y=2,A=-2
= y=-21=-2.

El hessiano de L es en el punto (2,2;—2) es
2 A 2 -2
tran= (3 2)], = (5 )
@)= AN 2)] ., \—2 2

Ts(2,2) = {veR?*:Vg(2,2) v=0}
= {(v1,12) € R?: (2,2) - (v1,v2) = 0}
= {(t,~t)eR*:t € R}

(t,—t) - HL@ ) (_tt> = (t,—t)- (_22 _22> <_tt) =8t

por lo que H L(5 9) es definida positiva sobre T\, 2y M de donde se concluye que (2, 2)
es un minimo.

Por otra parte,

Por tanto

4. INTERPRETACION ECONOMICA DEL MULTIPLICADOR DE LAGRANGE
Considere el problema de Lagrange
(4.1) max f(x) s.a: g(z)=0».

Definicién 4.1. La funcién valor (o funcién indirecta de utilidad) del problema
(4.1) es

V(b) = max{f(z) : g(z) =b}, be B CR™, un conjunto abierto.
La correspondencia de soluciones 6ptimas del problema (4.1) es
Xo(b) ={x0 €S : f(xo) > f(x) Vx € S}.

A continuacién supondremos que X(b) contiene un tinico punto (es decir, que para
cada valor del pardmetro b, hay una y séla una solucién 6ptima), luego X (b) es una
funcién y la denotaremos por xo(b) (Xo(b) = {zo(b)}). Notar que V(b) = f(z(b))
por definicién. Nos preguntamos ;Cémo depende V de b?

En el teorema siguiente, recordar que la Lagrangiana es L(z, \) = f(x)+A-(b—g(z)).
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Teorema 4.2. Sean f: D CR® — R, g = (g1,-.-,9m) : D — R™, tales que
f v gson de clase C? en D. Sea by € B tal que x((by) es una solucién regular de

(L1)y

(0)mxm D g(wo(bo)) £0
D g(xo(bo))*  He L(zo(bo), Ao) ’

donde Ag es el vector de multiplicadores de Lagrange asociados a xo(bp). Entonces,
la funcién valor V es de clase C'! en una bola centrada en by y

0 OV
(42) X = 5
Observacion 4.3. El multiplicador de Lagrange \; estd asociado a la restriccion
i-ésima. El multiplicador mide la variacién del valor 6ptimo de f ante cambios en
el término independiente b;. Es por esta razéon que a \; se le denomina precio
sombra o valor marginal de b;. Notar que un incremento de una unidad de b;
‘ceteris paribus’ tiene un efecto sobre el valor éptimo estimado de

bo), i€{l,...,m}.

V(b9 b9 0 + 1,00, 00) — V(B) & A\

En general, si el incremento en by es Ab (preferiblemente pequenio para obtener
resultados significativos), entonces

V(bg + Ab) — V(bg) = A - Ab.
Ejemplo 4.4 (Funcién indirecta de utilidad). Se considera el problema de Lagrange

max u(z,y)

sujeto a: PIT + P2y =m

En este problema, un consumidor elige cestas de consumo (z,y) sujeto a su res-
triccién presupuestaria, donce, dados los precios (p1,p2), la cesta tiene un coste de
p1T + poy = m, siendo m la renta disponible del consumidor.

Para resolver este problema, consideramos la funcién de Lagrange

L(z) = u(x) + M(m — p1x — pay).

Sea x(p1, p2, m), y(p1, p2, m) la solucién (suponemos que es tnica para cada (p, p2, m).
Sea

V(p1,p2,m) = u(x(p1, p2,m))

la funcién indirecta de utilidad. Entonces,

oV
am =

Luego el multiplicador A representa la utilidad marginal de la renta del consumidor.

Ejemplo 4.5. Un consumidor resuelve el problema max zy, sujeto a 2x + 4y = 32,
xz,y > 0 y obtiene que el multiplicador de su restriccon presupuestaria es A\g = 2.
;,Cudl es el incremento aproximado de la utilidad del consumidor, si éste dispone
de una unidad adicional de renta?

Sabemos que el valor marginal de la renta para el consumidor cunado éste dispone de
32 um. es V'(32) = Ao = 2. Luego, disponer de una unidad adicional, incrementa
su utilidad en aproximadamente AV =V (33) — V(32) = 2.



3. OPTIMIZACION CON RESTRICCIONES DE IGUALDAD: METODO DE LAGRANGE 9

Observacion 4.6. Vamos a justificar la ecuacion (4.2) para el caso en que sélo existe
una restriccén. Sea el problema de Lagrange
max f(x)
st g(z) =b.
Sea A el multiplicador de Lagrange, y sea x(b) la solucién (unica) del problema.
Entonces, las ecuaciones de Lagrange son
o9f 99

k=1
81'19 aﬂ;‘k

P

Notar que x(b) satisface la ecuacién

g(z(b)) =0
en b = by. La condicién de regularidad exigida en el Teorema de Lagrange, permite

deducir mediante el Teorema de la Funcién Implicita que z(b) estd bien definida
y es de clase C' en un intervalo centrado en by. Derivando la ecuacién anterior,

obtenemos
" 69 6£Uk
— (x(b)) = (b) = 1.
> gy (60D 0
Por otra parte usando la regla de la cadena,

al‘k &L'k _

Observacion 4.7. La ecuacién (4.2) también es cierta con restriccinoes de igualdad,
como veremos en el tema siguiente.



