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Optimizaciéon Matematica para la Economia

Examen Final

31 de mayo de 2021 Soluciones

Se considera la funcién f(z,y) = —In (22 + 3?) definida sobre el conjunto
A={(z,y) eR® : 2? +y* <4z +y <22 -y <2}
(a) (6 puntos) Dibujar el conjunto A y discutir si la funcién f y el conjunto A satisfacen las hipStesis

del Teorema de Weierstrass. jPuede asegurarse la existencia de extremos globales de f en A?

(b) (6 puntos) Dibujar las curvas de nivel —1, 0 and 1 de f en el plano, mostrando las direcciones en
las que f crece o decrece y determinar (si existen) los extremos globales de f en A. En el caso de
que no existan, justificar lar respuesta.

Solucién:

(a) El conjunto A estd formado por todos aquellos puntos del plano cartesiano que se encuentran dentro
de la regién limitada por:

e La semicircunferencia centrada en el punto (0,0) y de radio 2, comprendida entre los puntos
(0,2) y (0,—2). Forman parte del conjunto los puntos situados dentro del semicirculo limitado
por dicha semicircunferencia, asi como los puntos de la propia semicircunferencia.

e La recta y = 2 — x. Forman parte del conjunto los puntos que quedan debajo de dicha recta,
incluyendo el segmento que va desde el punto (0,2) al punto (2,0).

e La recta y = —2 4+ x. Forman parte del conjunto los puntos que quedan encima de dicha recta,
incluyendo el segmento que va desde el punto (0, —2) al punto (2,0).
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El conjunto A si es cerrado (puesto que incluye su frontera) y acotado (se puede definir una bola
con el radio adecuado para que lo incluya completamente), por lo que si es compacto.

Pero la funcién f incluye un logaritmo neperiano, funcién que no esta definida cuando el argumento
es menor o igual a cero. Puesto que el argumento de la funcién es la suma de los cuadrados de cada
una de las dos variables independientes, el tnico punto en el que la funcién f(z,y) no estd definida
es el punto (0,0), que si pertenece al conjunto A. Por lo tanto, la funcién f no es continua en
todo el conjunto A, y por ello, no se cumplen las hipotesis del Teorema de Weierstrass.

Esto supone que no se puede asegurar que esta funciéon alcance maximo y minimo global en este
conjunto; pueden existir ambos valores, alguno de los dos o no existir ninguno de ellos.
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(b) La familia de curvas de nivel de la funcién f estd formada por las curvas que responden a la expresién:

1
—1n(3c2+y2):k::>1n(x2+y2):—k:x2+y2=e_k=—k
e

O sea, para cada valor de k € R, la curva de nivel correspondiente es una circunferencia centrada en

. .1 . _—
el origen de coordenadas, y de radio —= con lo que, al aumentar k, el radio va disminuyendo; o sea,
e
el valor de la funcién crece cuando las curvas de nivel se van aproximando al origen de coordenadas.

De forma analitica, la direccion y sentido de crecimiento méaximo de la funcién en cada punto de su
dominio, viene dada por la orientacién del vector gradiente en dicho punto. Célculo del gradiente:

of(z,y) Of(x, 2 2
Vi(x,y) = ( f(;;y)a f(;;y)) = (_zQny?’_xQ J?:y2>

Calculo del gradiente en los puntos A = (—2,0), B =(0,2), C = (2,0) y D = (0, —2):

2-(-2 2-0 4
e Vf(-2,0) = (— 410),—44_0) = (4,0) = (1,0), lo que significa que el vector que rep-
resenta dicho gradiente en ese punto es el vector con punto inicial en (—2,0) y punto final en
(—1,0).

2-0 2.2 4 .
e Vf(0,2) = (0-1—4’ 0—1—4) = <O, 4) = (0,—1), lo que significa que el vector que rep-

resenta dicho gradiente en ese punto es el vector con punto inicial en (0,2) y punto final en
(0,1).

2-2 2 —4
e Vf(2,0) = (4+0, 4_’_00) = (4,0) = (—1,0), lo que significa que el vector que rep-

resenta dicho gradiente en ese punto es el vector con punto inicial en (2,0) y punto final en
(1,0).

2.0 2-(-2) 4 .
e Vf(0,-2) = (—0_'_4,— 0ia ) = (O, 4) = (0,1), lo que significa que el vector que rep-

resenta dicho gradiente en ese punto es el vector con punto inicial en (0, —2) y punto final en
(0,-1).

Se han representado los cuatro gradientes sobre el grafico de las curvas de nivel de f y el conjunto

A.
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Se ve claramente que la funcién siempre crece hacia el origen de coordenadas. Por ello, el maximo
de la funcién restringida al conjunto dado, estara situado en aquel punto (o en aquellos puntos,
puesto que puede haber més de uno) que, perteneciendo al conjunto, toque la curva de nivel situada
lo més cercana posible al origen de coordenadas. Pero la funcién no esta definida en el origen de
coordenadas, y, cuando nos acercamos a ese punto desde cualquier direccion, la funcién tiende hacia
+oo. Por ello, para cualquier punto del conjunto, diferente a (0,0), y tan préximo a él como se
quiera, siempre se puede encontrar otro punto aun mas cercano a dicho punto y en el que, por lo
tanto, la funcién alcanzard un valor mayor. La funcién no estd acotada superiormente, y por lo
tanto, no existe maximo de f en el conjunto A.

En cuanto al minimo, hay que buscarlo en los puntos del conjunto més alejados del origen de co-
ordenadas; se trata de buscar el punto (o los puntos, puesto que puede haber més de uno) que,
perteneciendo al conjunto, toque la curva de nivel situada lo mas lejos posible del origen de coorde-
nadas. Puesto que las curvas de nivel son circunferencias centradas en el origen de coordenadas, se
ve que hay infinitos maximos globales, que son todos los puntos de la semicircunferencia 2 +y? = 4
con x < 0 (o sea, el arco de circunferencia que va desde el punto (0, —2) al punto (0, 2), incluyendo
estos dos puntos), més el punto (2, 0).

El valor de la funcién en esos puntos, y por lo tanto, el minimo de f(x,y) en el conjunto A es:

F(2.y) = —In(4).
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Se considera la funcién .
_ 1+ +b
f($7 y) =€ o Y b

donde a y b son parametros, ambos distintos de 0.

(a) (6 puntos) Encontrar los puntos criticos de f.
(b) (6 puntos) Para cada uno de los puntos criticos hallados en el apartado anterior, determinar el
rango de valores de los parametros a yb, para los cuales el punto critico estudiado es
e Un méximo local.
e Un minimo local.
e Un punto de silla.

Solucion:

(a) Puntos criticos: aquellos en los que la funcién no es diferenciable o en los que el gradiente de la
funcion es igual a cero:

Vf(:ay) — (af((r;; y), 8ng y)) — (el+ax2+by2 . 2ax,el+aw2+by2 2by)

2ax - el e byt = 0 z=0
Vf(l', y) =0= { 2by . el+a12+by2 =0 = y= 0 ’
dado que tanto a como b son distintos de 0. Por tanto, independientemente del valor de los parametros
a y b, solamente hay un punto critico, que es el (0,0)

(b) Para clasificar el punto critico, hay que analizar las condiciones de segundo orden, por lo que el
primer paso es calcular la matriz Hessiana de f(x,y):

2
a f(l?, y) — el+am2+by2 . (2&.13)2 4 el+axz+by2 . 2CL —92. a- el+am2+by2 (2&.132 + 1)

Ox?
2 2
6 f(xay) =2am-el+(m2+byz -Zby:4-a-b-x-y.el+ax2+by2 _ 8 f(x)y)
Oyox Oxdy
2
0 -g(q;a y) _ el+ax2+by2 . (2by)2 + el-i—axz-‘rbyz .2b=2.bh- el+aav2+by2 (2by2 + 1)
Y
2.q- el+a;p2+by2 (20,5[’2 + 1) 4-a0-b-1- Y- el+a$2+by2
Hf(z,y) =

d-a-b-g-y-ettar® o 9. eltar’ by (9p2 4 1)

Particularizando en el punto critico que hay que analizar, que es el (0,0):

2a-e 0
Hf(0,0) =
0 2b-e

Aplicando las condiciones suficientes de segundo orden:
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e Si Hf(0,0) es definida negativa, se puede asegurar que el punto (0,0) es un mdximo local
estricto. Puesto que Hf(0,0) es una matriz diagonal, serd definida negativa cuando los dos
elementos de la diagonal sean negativos, o sea, cuando @ < 0 y b < 0 (puesto que e > 0).

e SiHf(0,0) es definida positiva, se puede asegurar que el punto (0,0) es un minimo local estricto.
Puesto que Hf(0,0) es una matriz diagonal, sera definida positiva cuando los dos elementos de
la diagonal sean positivos, o sea, cuando a > 0y b > 0.

e SiHf(0,0) es indefinida, se puede asegurar que el punto (0,0) es un punto de silla. Puesto que
Hf(0,0) es una matriz diagonal, serd indefinida cuando los dos elementos de la diagonal tengan
signos opuestos, o sea, cuando a - b < 0.
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Se considera el problema de Lagrange:
Opt. f(z,y) =22 —9® sa: 2 +4y> =5

3 puntos) Obtener las ecuaciones de Lagrange.

Hallar, si existen, el maximo y el minimo global de f en A.

( )

(6 puntos) Encontrar los puntos criticos de la funcién Lagrangiana.
(3 puntos)

(

6 puntos) Suponga que la funcién objetivo f no cambia, pero la restriccién pasa a ser 2 +y? = 5.1.
Es decir, el nuevo problema de Lagrange es:
Opt. f(z,y) =22 —¢® st 2?+y*> =51

Sin resolver este problema de nuevo, calcular de forma aproximada el valor 6ptimo de f(z,y) tras
este cambio en la restriccién.

Solucion:

(a) La Lagrangiana es L(z,y,\) = 223 — y3 + A\(5 — 22 — y?) y las ecuaciones de Lagrange son

(i) 622 — 2 x =0 — 22(3z — ) =0
(i) =3y =2 \y=0— —y(By +2X\) =0
(iii) 22 +y?> =5
(b) Resolvemos las ecuaciones de Lagrange para encontrar los puntos criticos.
Si x = 0 en (i), entonces de (iii) y = +/5.
Si y = 0 en (ii), entonces de (iii) z = £/5.

Siz#£0yy#0,entonces () 3z —A=0—=>A=3zy (ii) 3y+2A=0— )\ = —7 Igualando los dos
valores de A, obtenemos y = —2x. Sustituyendo esta igualdad en (iii) 2% + (—22))? = 5 — 5a? =
5 —x ==l

Luego, hay 6 puntos criticos, con los multiplicadores asociados
Punto critico 1 (0,v/5), A = —3—‘2/5.
Punto critico 2 (0, —v/5), A = —‘[.
Punto critico 3 (\/5, 0), A= = 3v/5.
Punto critico 4 (— V5, 0), A —3./5.
Punto critico 5 (1, —2), A = 3.
(=

Punto critico 6 (—1,2), A = —3.

(c) Elconjunto A = {(x,y) € R? : 22 +y? = 5} ies compacto y la funcién f(z,y) = 223 —y3 es continua,
por tanto evaluamos la funcién en los puntos criticos y seleccionamos el maximo y el minimo global.
El méximo global se obtiene en el punto 3, con f(v/5,0) = 10V/5.
El minimo global se obtiene en el punto 4, con f(—v/5,0) = —10/5.

(d) El méximo global es (v/5,0), donde f(v/5,0) = 104/5. Cuando el término independiente b cambia

de 5 a 5.1, tenemos
A valor éptimo = AAb = 3v/5(5.1 — 5) = (0.3)V/5.

En consecuencia, el nuevo valor éptimo es aproximadamente 10v/5 4 0.3v/5 = (10.3)V/5.
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4
Se considera la funcién f(z,y) = % — y* + 292 definida sobre el conjunto

A=A{(z,y) + 2* +y* <4},
(a) (6 puntos) Establecer las condiciones necesarias de optimalidad de Kuhn-Tucker para el problema
max f(x,y) sujeto a (z,y) € A.

(b) (9 puntos) Hallar todas las soluciones de las condiciones de Kuhn-Tucker establecidas en el apartado
anterior.

(¢) (3 puntos) Hallar el maximo global def f en A.

Solucion:

4
(a) La Lagrangianaes L(z,y, \) = % —y* 4292+ \(4—2%—9?). La condiciones necesarias de optimalidad

de Kuhn—Tucker son

oL
— =22% — 2\ =2z(2? - \) =
e x Az = 2zx(xz* — \) =0,

L
%:—4y3+4y—2)\y=2y(—2y2+2—)\)=O,
oL
22 N4 — 2% — ) =

Agy = AMd—2"-y7) =0,
A >0,

4—x2—y220.

(b) Para hallar los punto criticos resolvemos el sistema de ecuaciones
(i) 2z(2®> —=A) =0
(ii) 2y(—2y*>+2—-X) =0
(iii) A4 —2%—y?) =0.
Se encuentran las siguientes soluciones (x,y) and A (no todas ellas satisfacen las condiciones de
K-T):
(1) (0,0) con A =0.
(2) (0,%£1) con A = 0, dado que tanto (i) como (iii) se cumplen y (ii) es —2y> +2 - A= —2+2 = 0.
(3) (0,%£2) con A = —6, dado que x = 0 implica en (iii) que y = £2 y entonces de (ii) A = —2y*>+2 =
—-84+2=-6
(4) (£2,0) con X = 4, dado que y = 0 implica en (iii) z = £2 y entonces de (i) A = 2% = 4.
No existen soluciones con x > 0 y y > 0. razonando por reduccién al absurdo, si este fuera el caso,
entonces tendriamos de (i) A = 22 > 0y de (ii) A = 2 — 232, luego 22 = 2 — 2y?. Entonces, dado

que la restriccién se satura en el punto porque A > 0, tendriamos 22 + y% = 2 — 2y% + y?> =4 y por
tanto —y? = 2, que es imposible. Eliminamos el caso (2) dado que A < 0.

En resumen, satisfacen K-T los puntos: (0,0), (0,+1), y(£2,0).
(c) Dado que f es continua y A es compacto, podemos aplicar el Teorema de Weierstrass para concluir

que f alcanza su maximo global en A. Al evaluar, obtenemos f(0,0) =0, f(0,£1) = 1y f(£2,0) =8,
luego (£2,0) son los puntos donde f alcanza su valor méximo entre todos los puntos de A.



