ucim

Optimizacién Matematica para la Economia
Examen Final 3 de junio de 2024

Sean el conjunto

siendo

y la funcién

Soluciones

f(x,y):ln<y+§—1).

2

(a) (15 puntos) Representar graficamente el conjunto A, de forma razonada. Considere el orden de Pareto
definido sobre el conjunto A; hallar los maximales, minimales, médximo y minimo de A. Razone las
respuestas. Si encuentra que alguno de estos elementos no existe en A, razone por qué.

explicar lo que esto supone.

identifique, dando un razonamiento gréfico, cudles serian
en A.

(5 puntos) Razonar si la funcién f y el conjunto A satisfacen las hipdtesis del Teorema de Weierstrass, y

(10 puntos) Utilizando las curvas de nivel de la funcién f(x,y), y las direcciones de méximo crecimiento,

el maximizador y el minimizador globales de f

Solucidn:

(a) La figura de més abajo se obtiene al tener en cuenta h

es decreciente y g es creciente, que h(2)

Nt

9(2)=In1=0, h(4) =3y g(4) =In3 < 3. Luego, g(x) < 3 = h(4) < h(x), para todo x € [2,4].

Conjunto A

45 5 55

(b) Los maximales de A estén rn la frontera superior del conjunto

Maximal(A) = {(x,y) ty

Por tanto, no hay maximo.

1
-+ 2, 2§x§4}.
T

El punto (2, 0) € A es el minimo de A y, por tanto, es el inico punto minimal de A.
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A es cerrado ya que contiene a sus puntos frontera (dado que el conjunto esté definido mediante desigual-

dades dbiles entre funciones continuas) y es acotado, ya que se puede encerrar en una bola centrada en
(0,0) y radio finito.

La funcién f es continua en su dominio. El dominio de f es el conjunto de puntos (x,y) que cumplen
y+ 35 —1>0. La expresién y + § — 1 se anula en el punto (2,0) € A, es negativa a la derecha de este
punto, cuando = > 2, y es positiva a la izquierda, cuando = < 2. Pero los puntos de la recta y + 5 = 1 con
x > 2 no pertenecen a A. Es decir, (2,0) es el inico punto de A que no estd en el dominio de f. Eso es
suficiente para tener que f no es continua en A y que por tanto no se cumplen las hipétesis del Teorema
de Weierstrass. Podria suceder que la funcién f no alcanzara extremos globales en A.

La curvas de nivel de f son las rectas dadas por

f(a?)zln(y—l-g—l):c:>y+g—1:ec:>y:—g—i—l—i—ec.

Las rectas de esta familia tienen todas pendiente —% y ordenada en el origen 1 + €.

Conjunto A Sl

-~ e

g(;}: In(x — 1)

g

e N

/ Vi3, 0) e

Dado que 1+ €€ es creciente en ¢, f crece cuando la ordenada en el origen crece, es decir, cuando las rectas
de nivel se desplazan de forma paralela hacia el noreste. Claramente, (4, %)es el méximo global de f en
A, con f(4, %) =In 14—3. De forma similar, f decrece cuando la recta de nivel se desplaza paralelamente

hacia el suroeste. Cuando ¢ — —o0, 1 4 e decrece a 1, pero este valor limite nunca se alcanza. Luego,
x x

las curvas de nivel y = —— + 1 + e convergen en este sentido a la recta y = 3 + 1, que pasa por (2,0),

donde la funcién f no estd definida. De hecho, f decrece a —oo en el conjunto A cuando nos movemos

en la direccién sureste, indicando que f no estd acotada inferiormente en A y por tanto, no tiene minimo
global en A.
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Se considera la funcién f(z,y) = 3zy — 2%y — zy?.
(a) (10 puntos) Determinar los puntos criticos de f.
(b) (10 puntos) Clasificar los puntos criticos hallados en el apartado anterior (méximos locales, minimos
locales o puntos de silla).
(c) (5 puntos) Determinar si alguno de los extremos locales de f hallados en el apartado anterior son también
extremos globales.

Solucidn:

(a) Vf(z,y) = (y(3 — 2z — y),z(3 —x — 2y)) = (0,0). Los puntos criticos son solucién de este sistema
de ecuaciones. Es facil determinar que las soluciones son cuatro, P = (0,0), @ = (3,0), R = (0,3) y
S=(1,1).

(b) La matriz Hessiana de f es

—2y 3—2x—2y
Hf(x,y) =
3—2x—2y —2z

Estudiamos el signo de la Hessiana en los puntos criticos.

a5 5)

es indefinida, luego P es un punto de silla.

0 -3
Hf(Q) =
-3 —6
es indefinida, luego ) es un punto de silla.
-6 -3
Hf(R) =
-3 0
es indefinida, luego R es un punto de silla.
-2 -1
Hf(S) =
-1 =2

es definida negativa, luego S es un maximo local.

(c) Notar que f(z,r) = 322 — 223. Es sabido que los polinomios de grado impar toman todos los calores de
la recta real, luego f no tiene extremos globales.
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Se considera el problema siguiente:
max flz,y) =23 +4°
sujeto a:  g(z,y) =z + 4y = 63

(a) (10 puntos) Formar la funcién Lagrangiana del problema y hallar sus puntos criticos.

(b) (10 puntos) Clasificar los puntos criticos hallados en el apartado anterior (méximos locales, minimos
locales o puntos de silla).

(¢) (5 puntos) Determinar si alguno de los extremos locales hallados en el apartado anterior son extremos
globales de f sujetos a la restriccién.

(d) (10 puntos) Supongamos ahora que la restriccién cambia a g(x,y) = 63 y se anaden las condiciones de
no negatividad sobre las variables, x > 0, y > 0. ;Es posible que alguno de los extremos de f hallados en
apartados anteriores sea extremo global de f sujeto a las nuevas restricciones?

Solucién:

(a) La funcién de Lagrange de este problema es:
L(z,y; \) = 2% + 2 + A(63 — 2 — 4y).
Las condiciones necesarias de Lagrange para que un punto (x,y) pueda ser optimizador local son:
i) OL/0x(z,y; \) =322 — A =0
ii) OL/0y(z,y; ) = 3y% —4X =0
iii) OL/ON(z,y;\) =63 —x —4y =0
Multiplicando la primera ecuacién por 4 e igualando con la segunda, se obtiene:
1202 =4\ =3y’ = y =220y = —22.
Sustituyendo z,y en la tercera ecuacion:
i) 9z = 63 = (z*,y*) = (7, 14).
i) =7z =63 = («*,y*) = (-9, 18).
(b) Para saber si dichos puntos son maximizadores o minimizadores locales (o ninguna de las dos cosas),

calculamos el Hessiano de L respecto a las variables x,y. Dicho Hessiano coincide con el de f(z,y), al ser
la restriccién g(x,y) lineal. Asi pues:

Hf(x,y) = (6033 6Oy> ; asi pues, tenemos dos casos:

i) Hf(7,14) = <402 8(1l> definida positiva para todo (v, w) distinto de (0,0).

Luego el punto (7,14) es un minimizador local de f(z,y), cuando nos sometemos a la restriccion.

i) Hf(—9,18) = <—§ 4 188) indefinida para cualquier vector del plano, pero si consideramos que el

subespacio tangente es {(v,w) : v + 4w = 0} = {(—4w,w)}, se deduce que:
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(—dw, w) <_054 188> <_4w> = —756w? < 0, si (v,w) # (0,0)

w

Luego dicho hessiano es definido negativo, y el punto (-9, 18) es un maximizador local.

(¢) Como xh;nwf(m, y) = 00, cuando (z,y) cumple la restriccion, wirr_loof(a:,y) = —o0, cuando (z,y) cumple
la restriccién, se deduce que no existe ni maximizador ni minimizador global.

(d) El punto (7,14) cumple la nueva restriccién, y como el conjunto restriccién es compacto, la funcién f(z,y)
debe hallar un maximo y minimo global en dicho conjunto.
Para comprobar si (7,14) es minimizador global, debemos comparar con los puntos (63,0) y (63/4,0).
f(63,0) =633 =9373 > 9.73 = 73 + 143 = f(7,14),
£(0,63/4) = 633 /4% = 9373 /64 > 9.73 = f(7,14), pues simplificando obtenemos que 81 > 64.

Luego (7,14) es el minimizador global.
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Se considera el programa
minimizar 22 + 2y + 2z — 4y
s.a. y<zx
r=>—y
(a) (20 puntos) Obtenga las soluciones de las ecuaciones de Kuhn—Tucker correspondientes al programa.

(b) (10 puntos) Justifique que el programa tiene solucién global.

Solucién:

(a) Escribiendo el problema en forma estandar

maximizar —(z? + 2y? + 2z — 4y)
s.a. —rz+y<0
—z—y <0

El Lagrangiano es L(z,y, A1, 1) = —2% — 2y? — 22 + 4y + Ao — y) + plz + y)

Las ecuaciones de K—T son las siguientes ecuaciones y desigualdades:

20 -2+ A+pu=0 (1)
—dy+4—-A+p=0 (2)
Az —y) =0 3)
p(x+y) =0 (4)
—z+y<0 (5)
—rz—y<0 (6)

Aup>0 (7)

Resolviendo las primeras cuatro ecuaciones tenemos que:

e en la ecuacinin (3) la opcién  — y = 0 da lugar a las ecuaciones

—2x—-24+A+pu=0
—dr+4—-A+p=0
pz+y) =0

Siz+y=0tenemos quex =0ey =0y pu=—1<0 lo que contradice (7).
Si p = 0 tenemos que resolviendo las dos primeras ecuaciones x = % y = % A= % yu=20

e En la ecuacién (3) la opcién A = 0 da lugar a las ecuaciones
—2x—24p=0
—4y+4+p=0
pwx+y)=0
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Si p = 0 se obtiene que z = —1 y = 1 que no satisface (5).
Y si 2 +y = 0 queda

2z —-24+p=0
dr+44+p=0
y se obtiene x = —1 y = 1 que no satisface (5).

(b) El programa original es convexo porque la funcién objetivo es convexa

e = (5 4 ).

siendo f(z,y) = 2% + 2y? + 22 — 4y, y como las desigualdades son lineales el conjunto factible es convexo.
Por lo tanto la solucién obtenida de las ecuaciones de K-T, z = % Y= % A= % y pu = 0, corresponde a un

méaximo global del programa estdndar y a un minimo global del programa original.

Nétese que dado que la regién no es acotada no se puede aplicar el teorema de Weierstrass.



