TEORIA DE LOS JUEGOS
Examen Julio 2010

INSTRUCCIONES:
Escriba las respuestas en el espacio que hay a continuacién de la pregunta. Puede utilizar
la parte de detras de la hoja. La duracién del examen es de 2 horas y 15 minutos.

Nombre:
Grado:
Grupo:

1 (20 puntos)

Un profesor ha decidido reemplazar el examen final de un estudiante por un ensayo escrito.
El estudiante puede copiar (C) el ensayo de Internet o ser honesto (H) y escribir el ensayo.
El profesor puede monitorizar (M) para determinar si el estudiante ha copiado o puede no
monitorizar (N).

El profesor puede ser de dos tipos diferentes: un profesor ‘blando’ en cuyo caso la matriz

de pagos es la que sigue
Al\Prof M N

cC 0,1 2,0
H 1,2 1,3

o un profesor ‘duro’ en cuyo caso la matriz de pagos es la que sigue

Al\Prof M N
C 0,1 2,0
H 1,4 1,3

El estudiante cree que el profesor es duro con probabilidad ¢.

a). (10 puntos) Suponga que el estudiante cree que ¢ > 1/2. Encuentre todos los equi-
librios Bayesianos de Nash en estrategias puras.

b) (10 puntos) Suponga ahora que ¢ < 1/2. Encuentre todos los equilibrios Bayesianos
de Nash en estrategias puras.

SOLUCION

(a) Encontremos la mejor respuesta del profesor blando. Si el alumno copia, el profesor
monitoriza y si el alumno es honesto no lo hace. Por lo que

M aC
B Rylando = { N ol



La mejor respuesta del duro M ya que es una estrategia estrictamente dominante. Por lo
que

BRduro:{ MaH

Entonces la mejor respuesta del profesor es

MM aC
BRprofesor = { NM a H

Para encontrar los equilibrios Bayesianos de Nash tenemos que los pagos o utilidad del
alumno son:

MM NM
cC 0 2(1-g9)
H 1 1
Ahora vemos que si ¢ > 1/2, se sigue que
MM NM
c 0 2(1-gq)
H 1 1

Por lo que el dnico equilibrio Bayesiano de Nash cuando ¢ > 1/2 es {H, (NM)}.

(b) Cuando ¢ < 1/2 el alumno quiere C' y la mejor respuesta para C' es M M. La mejor
respuesta para MM es H y la mejor respuesta para H es NM. Como la mejor respuesta
para NM es C, no existe un equilibrio Bayesiano en estrategias puras.

2 (30 PUNTOS)

Dos socios (un hijo y un suegro) han de elegir simultédneamente un nivel de esfuerzo entre 0
y 1 para desarrollar un proyecto conjunto. Sea e; € [0, 1], el nivel de esfuerzo del jugador i,
i € {H,S}. Los pagos de cada jugador son:

Us(ew,es) = 20min{ey,es} — ces

Un(eg,es) = 20min{ey,es} — cey.

Notese que la funcién minimo NO es diferenciable.
a). (4 puntos) Si ¢ > 20, jcudl es el equilibrio de Nash de este juego y por qué?
b). (8 puntos) Sea ¢ = 10. ;Cuales son los equilibrios de Nash de este juego y por qué?
c¢). (15 puntos) El hijo ha decidido romper la sociedad para realizar un proyecto con su
padre. En esta nueva sociedad el padre elegird primero su nivel de esfuerzo (ep € [0, 1])
siendo éste observable por el hijo. Los pagos de cada jugador son:
o2

Uyem,ep) = 2(ey +ep+epep) — CEP,

Ug(em,ep) = 20min{ey,ep} — cey



siendo ¢ = 10. Calcula el equilibrio de Nash perfecto en subjuegos de este nuevo juego.
d). (3 puntos) ;Se esfuerza mas el hijo que antes? Razone su respuesta.

SOLUCION

a). Si ¢ > 20, cualquier e; # 0, resulta en pagos negativos, por lo tanto hay un tnico EN
que es (0,0)
b). Si ¢ = 10, cualquier e; = e; es un EN.

EN ={(en,es) : ey = eg}
Fijemos eg y veamos que H no se quiere desviar

Unleg < es,es) <Uglem =eg,es): 10eg < 10eg sii eg > eg
Unyleg > es,es) <Ugl(ey =eg,es): 20es — 10ey < 10eg dado que ey > eg.

Por simetria lo mismo ocurre para S.
c). La mejor respuesta del hijo es e; = e;. El padre:

2
rr;z;xQ(er +e%) — 1()%3 = dep — 3c}

foc : 4—6ep=0—ep=2/3

ENPS = {6p = 2/3,6[{ = ep}.

d). Si suponemos que todos los EN se juegan equiprobablemente entonces en equilibrio
eg =2/3 > E(eg) =1/2.

Nota: Aunque hay un continuo de EN claramente ey = eg = 1 Pareto domina los demés,
por lo que es vélido considerar que e;FCVENC = 2 /3 < 2IMULTA — 1 (Cualquier respuesta
que se razone utilizando criterios de teoria de juegos es considerada una respuesta valida.

3 (25 puntos)

Dos amigos, Carlos y Diego, se plantean comprar el tltimo balén que queda en una témbola
con fines benéficos. Carlos valora el balén en 3 euros y Diego en 6.

Se plantean la siguiente forma de adquirir el objeto: Carlos dice primero una cifra = que
serd 6 2 6 tres, esto es, © € {2, 3} y, posteriormente, una vez oida la cifra de Carlos, Diego
dice otra cifra y € {3,5}. Si z < y, Diego compra el balén al precio y; si y < x, Carlos
compra el balén al precio x.

Se pide:



a). (3 puntos) Escriba las estrategias de cada jugador, indicando cuantos conjuntos de
informacion tiene cada uno.

b). (12 puntos) Hallar los equilibrios de Nash y los equilibrios perfectos en subjuegos,
todos ellos en estrategias puras.

c¢). (10 puntos) Considere ahora que las pujas se hacen simultdneamente y que la valo-
racién de Carlos es 10 y no 3. Calcula TODOS los equilibrios de Nash del juego simultdneo.

SOLUCION

a). Carlos dispone de un tnico conjunto de informacién y Diego de dos. Por tanto, las
estrategias de Carlos son {2, 3}, y las de Diego son {33, 35,53,55}.

b). Aplicando induccién hacia atrds, se cumple:

i) si Carlos elige 2, entonces Diego eligird 3, que les ofrece unas utilidades de (0,3), y
eliminard 5, que les ofrece unas utilidades de (0, 1).

ii) si Carlos elige 3, entonces Diego eligird 5, que les ofrece unas utilidades de (0,1), y
eliminara 3, que les ofrece unas utilidades de (0, 0).

Y ahora Carlos no eliminard ninguna estrategia, pues todas le dan la misma utilidad: 0.

Asi pues, habrd 2 equilibrios de Nash perfectos en subjuegos; a saber:

ENPS = {(2,35),(3,35)}.

Los pagos serdn los siguientes:

33 35 583 55
203 03 0,1 0,1
3 0,0 0,1 0,0 0,1

Por lo tanto, se deduce que hay 4 equilibrios de Nash en la forma normal correspondiente.

c).
3 5

Y Y
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0=7¢q—q=0
3p=1—-p=1/3
EN Mixtas: (p € [0,1/3],5)

4 (25 puntos)

Considere el siguiente juego entre un capitalista de riesgo y un empresario. En primer lugar,
el capitalista decide si va a invertir (I) sus 10 millones de Euros en el proyecto del empresario
o no va a hacerlo (N). Si invierte, el valor total del proyecto es de 20 millones de Euros. Una



vez realizada la inversion, el empresario decide cudnto va a pagar el capitalista de estos 20
millones de Euros, esto es, decide s € [0,20]. Si no hay inversién, la ganancia neta es cero
para ambos jugadores.

a). (5 puntos) ;Cuél es el equilibrio perfecto en subjuegos del juego?

b). (15 puntos) Supongamos que el capitalista ha invertido y que la legislacién es tal
que el empresario estd obligado a pagarle al menos su inversiéon. Para intentar llegar a
un acuerdo sobre como repartir el excedente generado por el proyecto (10 millones), se
establece el siguiente procedimiento de negociacioén. El excedente se depositard en el Juzgado
hasta que el procedimiento finalice. Acto seguido el capitalista solicitard una cantidad x al
Empresario (Ronda 1). Si este tltimo acepta, en ese momento terminaran las negociaciones;
en caso contrario pasardn a la segunda negociacién (Ronda 2) donde sera el Empresario
quien ofertard y al capitalista, y éste, oida la oferta, decidird si aceptar o rechazar. Si esta
ultima oferta es rechazada, serd el juez quien determine el reparto a implementar (Ronda 3),
si bien ambas partes saben que el juez asignara este dinero a partes iguales. Supondremos
que, en caso de indiferencia entre aceptar o rechazar una oferta, ambos jugadores aceptan.

b.1. (5 puntos) Represente el juego en su forma extensiva.

b.2. (10 puntos) ;Qué posible acuerdo pueden pactar y cuando, si los factores de des-
cuento son d¢c = 1y g = 07 ;Qué pagos obtiene cada jugador? Escriba las estrategias en
el Equilibrio de Nash Perfecto en Subjuegos.

c). (5 puntos) ;Cuadl serd el reparto en un Equilibrio de Nash Perfecto en Subjuegos -no
es necesario escribir las estrategias- si ¢ = 0y 0p = 1?7 Compare y discuta los resultados
obtenidos en b) y ¢)

SOLUCION

a). Después de observar la inversién del capitalista, la mejor respuesta del empresario en
su conjunto de informacién es darle s = 0, por lo que el capitalista obtendrd -10. Entonces
el unico equilibrio perfecto en subjuegos del juego es {N, s = 0}.

b). Este juego se puede representar en forma extensiva como en la figura siguiente.
Notemos que la tercera ronda, cuando propone el juez, es equivalente a suponer que al
rechazar el capitalista en la Ronda 2 él se lleva 5205, y el empresario 52E5. A partir de aquf
el juego se resuelve hacia atrds, teniendo en cuenta el factor de descuento a aplicar a cada
Ronda.

Lo resolveremos para cualquier par de factores de descuento y después sustituiremos por
lo dados en los apartados b) y ¢).

En la segunda Ronda el capitalista en C.2 estard dispuesto a aceptar cualquier oferta tal
que oy > 055 (y > §¢5), con lo cual el empresario en E.2 ofrecerd y = 6¢5.

En la Ronda anterior es el empresario quien decide si aceptar o rechazar en E.1*. Si
rechaza sabe que obtendra dg (10 — 50¢) , mientras que si acepta obtiene 10 — z . Entonces
en la Ronda 1 para que E acepte: 10 —x > 6 (10 — 55¢) — = < 10 — d5 (10 — 50¢), y asi



su accién 6ptima en E.1* es Aceptar sii © < 10 — dg (10 — 5¢) . Como el capitalista quiere
maximizar su propio beneficio, entonces en C.1 escogerd x = 10 — dg (10 — 50¢)

C.1

Apartado b: ¢ =1, 0 =0
ENPS = {(10, Aceptar sii y > 5), (Aceptar sii < 10,y € [0,10])}

Aparatdo ¢: d¢ =0, dp = 1 genera pagos (0, 10)

Apartado c:

En b) Reparto (10, 0), en c¢) Reparto (0, 10): La parte mds paciente (mayor J) obtiene
una mayor parte del excedente.



