March 25, 2010

CAPITULO 2: LIMITES Y CONTINUIDAD DE FUNCIONES EN
EL ESPACIO EUCLIDEO

1. ProDUCTO ESCALAR EN R"™

Definicién 1.1. Dado =z = (z1,...,24), ¥ = (Y1,..-,Yn) € R™, su producto
escalar esta definido como

n
z-y=(ry) = inyi
i=1

Ejemplo 1.2. (2,1,3)-(-1,0,2) = —-2+4+6=14
Observacion 1.3. z-y=y-x.

Definicién 1.4. Dado =z = (z1,- -+ ,z,) € R™ definimos su norma por

lzll = Ve o= /ol + o o}
Ejemplo 1.5. Ejemplo: ||(—1,0,3)| =10

Observacion 1.6. La siguiente es la interpretacién de la norma:

e La magnitud ||z| es la distancia desde x al origen.
e También podemos interpretar ||z|| como la longitud del vector x.
e La magnitud ||z — y|| es la distancia entre x e y.

Observacion 1.7. Sea 6 el dngulo entre u y v. Entonces

u-v
cosf =

[ullflol

2. EvL Espacio EucLiDEO R”

Definicién 2.1. Sea p € R" y r > 0, se define la bola abierta con centro p y
radio r como el conjunto

B(p,r)={y e R": lp—yll <7}

v la bola cerrada con centro p y radio r como el conjunto

B(p,m) ={y €eR" : [p—yl <7}
Observacién 2.2.

e Recordemos que ||p — y|| es la distancia de p a y.

e Paran =1, se tiene que B(p,r)=(p—r,p+7r)y B(p,7)=[p—r,p+7].
1
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e Para n = 2,3 las bolas cerradas son

Definicién 2.3. Sea S C R™. Se dice que p € R™ es un punto interior de S si
existe r > 0 tal que B(p,r) C S.

o
Notacién: S es el conjunto de puntos interiores de S.

Observacién 2.4. Observemos que g’C S porque p € B(p,r) para todo r > 0.

Ejemplo 2.5. Consideremos S C R%, S = [1,2] x [1,2]. Entonces S= (1,2) x (1,2).
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Definicion 2.7. Un subconjunto S C R" es abierto si S :§

Ejemplo 2.8. En R, el conjunto S = (—1,1) C R es abierto, pero T' = (—1,1] C R
no lo es.

~

~—~
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Compérese este ejemplo con el ejemplo anterior.
Ejemplo 2.10. La bola abierta B(p,r) es un conjunto abierto.

Ejemplo 2.11. La bola cerrada B(p,r) no es un conjunto abierto, puesto que
[e]

B(p,r)= B(p,7) # B(p,r).

B(p.r) B(p.r) =B(p.r)

Ejemplo 2.12. Consideremos el conjunto S = {(z,y) € R? : 2?2 +y* < 1,7 # y}.
Entonces §: {(z,y) € R?: 22 +y? < 1,2 # y}. Por lo que, S no es abierto.

S —~ S

p 200 N

’ / s\

| 4 |
e
N

Proposmlon 2.13. S es el conjunto abierto mas grande contenido en S. (Es decir,
S es un conjunto abierto, SC S ysi A C S es otro conjunto abierto, entonces
A CS).

Definicién 2.14. Sea S C R™. Un punto p € R" es un punto de clausura de S
si para cada r > 0 se tiene que B(p,r) NS # .

Notacién: S es el conjunto de puntos de clausura de S.

Ejemplo 2.15. Consideremos el conjunto S = [1,2) C R. Entonces, los puntos
1,2 € S. Pero, 3¢ S.



CAPITULO 2: LIMITES Y CONTINUIDAD DE FUNCIONES EN EL ESPACIO EUCLIDEO 5

1\
N

-
N
w

Ejemplo 2.16. Consideremos el conjunto S = B((0,0),1) C R?. Entonces, el
punto (1,0) € S. Pero, el punto (1,1) ¢ S.

(1.1
T .
S« Ny
/ |
[
\ ) (1,0)
\\\ _’//

Ejemplo 2.17. Sea S = [0,1], T = (0,1). Entonces S =T = [0, 1].
Ejemplo 2.18. Sea S = {(z,y) € R?> : 22 +y*> < 1,2 # y}. Entonces, S =

A N
7 I

Ejemplo 2.19. B(p,r) es la clausura de la bola abierta B(p,r).

Observacién 2.20. S C S.
Definicién 2.21. Un conjunto F C R" es cerrado si ' = F.
Proposicién 2.22. Un conjunto F' C R™ es cerrado si y sélo si R™ \ F' es abierto.

Ejemplo 2.23. El conjunto [1,2] C R es cerrado. Pero, el conjunto [1,2) C R no
lo es.

Ejemplo 2.24. El conjunto B(p,) es cerrado. Pero, el conjunto B(p,r) no lo es.
Ejemplo 2.25. El conjunto S = {(z,y) € R? : 2% + y?> < 1,7 # y} no es cerrado.

Proposicién 2.26. La clausura S de S es el conjunto cerrado mas pequeno que
contiene a S. (Es decir S es cerrado, S C Sy si F' es otro conjunto cerrado que
contiene a S, entonces S C F).

Definicion 2.27. Sea S C R", se dice que p € R" es un punto frontera de S si
para cada r > 0, se tiene que,

(1) B(p,r)NnS # 0.

(2) B(p,r)N(R™\S) # 0.
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Notacion: El conjunto de puntos frontera de S se denota por 95 = Fr(S).

Ejemplo 2.28. Supongamos que S = [1,2), T = (1,2). Entonces 9S = 9T =
{1,2}.

-
N

oA~
~

Ejemplo 2.29. Consideremos S = [—1,1] U {3} C R. Entonces 95 = {-1,1,3}.

Ejemplo 2.30. Consideremos S C R? S = [1,2] x [1,2]. Entonces 95 es

1 2 1 2

Ejemplo 2.31. S = {(z,y) € R2: 22 + 4 < 1,2 # y}. Entonces, 35 = {(z,y) :
2?4+ = 1} U{(z,y) € R 12+ <Lz =y}
Js

ax
NNV

La relacién entre los conceptos anteriores se establece en la siguiente proposicién.

Proposicion 2.32. Sea S C R", entonces
(1) 5= S\ 05
(2) S=5Ud8
(3) 89S =SNR\ 5.
(4) Sescerrado & S=85<dScCS
(5) S es abierto < S=5 e SNas=0.

o —

Proposiciéon 2.33.
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(1) La interseccién finita de conjuntos abiertos (cerrados) es un conjunto abierto
(cerrado).

(2) La unién finita de conjuntos abiertos (cerrados) es un conjunto abierto
(cerrado).

Definicion 2.34. Un conjunto S C R” es acotado si existe algin nimero real
R >0y un punto p € R™ tales que S C B(p, R).

Ejemplo 2.35. Larecta V = {(z,y,2) €R®: 2 —y =0,z = 0} no es un conjunto
acotado.

Ejemplo 2.36. La bola B(p, M) de centro p y radio M es un conjunto acotado.
Definicién 2.37. Un subconjunto S C R™ es compacto S si es cerrado y acotado.

Ejemplo 2.38. S = {(x,y) € R? : 22 +y? < 1,7 # y} no es compacto (es acotado
pero no cerrado).

Ejemplo 2.39. B(p, R) no es compacto (es acotado pero no cerrado).
Ejemplo 2.40. m es compacto.

Ejemplo 2.41. (0, 1] no es compacto. [0,1] es compacto.

Ejemplo 2.42. [0,1] x [0, 1] es compacto.

Definiciéon 2.43. Un subconjunto S C R™ es convexo si para cualquier z,y € S
y A €[0,1] se tiene que A-z+ (1 —N)-y € S.

Ejemplo 2.44. Si A es una matriz de orden n x m y b € R™ definimos
S={zeR": Az =0}

como el conjunto de soluciones del sistema lineal Ax = b. Supongamos que tenemos
dos soluciones del sistema z,y € S, entonces se verifica que Az = Ay = b. Si ahora
tomamos 0 < ¢ < 1 (en realidad el razonamiento que sigue es valido para cualquier
t € R) entonces

Atz + (1 —t)y) =tAz + (1 —t)Ay =tb+ (1 —t)b=b

es decir tx + (1 — t)y € S por lo que el conjunto de soluciones de un sistema lineal
es un conjunto convexo.

Ejemplo 2.45. El conjunto S = {(z,y) € R? : 22 + y?> < 1,7 # y} no es convexo.
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3. FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

Vamos a estudiar funciones f : R" — R.

Ejemplo 3.1.

e f:R? — R definida por
fley) =z +y—1

o por
f(z,y) = zseny
e f:R? — R definida por

fla,y,2) =2 +y* + V1 + 22

O por
fla,y,2) = ze® V"

e f:R* — R definida por
f(x,y7z,t) = senx +y+zet.

A veces consideraremos funciones f : R® — R™ como por ejemplo, f : R® — R?
definida por
fz,y,2) = (ze? +senz, 2% +y* — 2%)
Pero si se define f(xv Y, Z) = (f1($7 Y, Z)7 fg(.’E, Y, Z)) con

file,y,2) = xe? +senz,  fo(w,y,2) =a® +y* —2°

entonces f(z,y,2) = (fi(z,y,2), fo(x,y,2)) por lo que nos centraremos sélo en
funciones f: R” — R.

Observacién 3.2. Cuando se define

f<x7 y7 Z) =

se debe entender que x # 1. Es decir, la expresiéon de f define implicitamente
el dominio de la funciéon. Por ejemplo, para la funciéon anterior es necesario que

r+y+1>0yax# 1. Por tanto, consideramos implicitamente que la funcién
f(xv Y, Z) = Lyl—i_l

= o

VT ty+1

rz—1

estd definida en el dominio
D={(y) €R?:zty> 11}

Usualmente, se define f : D C R™ — R cuando se quiere poner de manera
explicita el dominio de f.
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Definicién 3.3. Dado f: D C R™ — R se define la grafica (o el grafo) de f como

G(f) ={(z,y) e R"™ 1y = f(x),z € D}
Observemos que se puede representar graficamente tnicamente para n = 1, 2.

Ejemplo 3.4. La grifica de f(z,y) = 2% + 2 es

Ejemplo 3.6. La grifica de f(z,y) =2z + 3y es
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4. CONJUNTOS Y CURVAS DE NIVEL

Definicion 4.1. Dada f: D C R™ — R y k € R se define el conjunto de nivel
de f como el conjunto

Cpo={xeD: f(z) =k}
Si n =2, el conjunto de nivel se llama curva de nivel.

Ejemplo 4.2. Las curvas de nivel de f(x,y) = 2 + y? son

Las flechas indican la direccién en la que f crece.

Ejemplo 4.3. Las curvas de nivel de f(x,y) = 22 — y? son
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Las flechas indican la direccién en la que f crece.

Ejemplo 4.4. Las curvas de nivel f(z,y) = 2z + 3y son

Las flechas indican la direccién en la que f crece.

5. LIMITES Y CONTINUIDAD

Definicién 5.1. Sea f: D CR" =Ry L € R, p e R™. Se dice que
lim f(z) =L
z—p

si dado € > 0 existe algin § > 0 tal que
[f(z) - Ll <e

siempre que 0 < ||z — p|| < 4.

Esto es una generalizacion del concepto de limite de funciones de una variable
a funciones de varias variables, una vez se reemplace la distancia || en R por la
distancia || || en R™). Se observa que la interpretacién es la misma, e.j., | — y| es
la distancia de x a y en R y ||z — y|| es la distancia de x a y en R™.

Proposiciéon 5.2. Sea f : R” — R y supongamos que existen dos nimeros, L;
y Lo que satisfacen la anterior definicién de limite. Es decir, Ly = lim,_,, f(x) y
Ly =lim,_,, f(z). Entonces L1 = Lo

Observacion 5.3. El cédlculo de limites de funciones de varias variables es mas
complicado que el célculo de limites de funciones con una sola variable.
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Ejemplo 5.4. Consideremos la funcién

—

0,0),
si (z,y) = (0,0).

f@w):{§r+y)wﬂp?7)51@w)#

Vamos a demostrar que

lim z,y) =0
(z,y)é(ﬂvo)f( v)

En la definicién de limite anterior tomamos L = 0, p = (0,0) y tenemos que probar
que dado € > 0 existe algin § > 0 tal que

|f(z,y)l <e
siempre que 0 < ||(z,y)|| < ¢, donde

Iz, )l = Va2 +y?

Dado & > 0 tomamos § = v/ > 0. Si ahora se verifica que

0 <[z, y)ll = Va2 +y? <d=e
entonces,
z? + y2 <e€
y (2,y) # (0,0) por lo que,

1
- < e
x2 + y2) -
ya que | cos(z)| < 1 para cualquier z € R. El razonamiento que acabamos de hacer
demuestra que lim, ) (0,0) f(2,%) = 0.

<e€

[£(@9)] = |(@ + 52 cos{ )| < ¢ cos(

Observacién 5.5. La definicién anterior de limite necesita ser modificada para
incluir los casos en que no existen puntos z € D (donde D es el dominio de f)
tal que 0 < ||p — z|| < § Por ejemplo, cual es el lim, ,_;In(z)? Para evitar
complicaciones formales, se estudiard dnicamente el lim,_,, f(z) para los casos en
que el conjunto {z € D : 0 < ||p — || < &} # 0, para cada § > 0

Definicién 5.6. : Una aplicacién o(t) : (a,b) — R™ se llama una curva en R”.
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Ejemplo 5.7. o(t) = (2t,t +1),t € R.

Proposicién 5.10. Seape D CR"y f: D C R" — R. Consideremos una curva
o :[—e,¢e] — D tal que o(t) # psit # 0y limy_oo(t) = p. Supongamos que
lim,_,, f(z) = L. Entonces,

lim f(o(t)) =L

t—0
Observacion 5.11. La anterior proposicién es 1til para demostrar que un limite
no existe o para calcular el valor del limite si se conoce que el limite existe. Pero, no

puede ser utilizada para probar que un limite existe, puesto que una de las hipotesis
de la proposicién es que el limite existe.

Observacién 5.12. Sea f : D € R?> — R. Sea p = (a,b) consideremos las
siguientes curvas

o1(t) = (a+t,b)
o9(t) = (a,b+1)
Observemos que

%ir%oi(t) =(a,b) i=1,2

Entonces, si
lim z,y) =1L
(z,y)—(a,b) fz-9)
se tiene que,

lim f(2,) = lim f(a,y) = I
y*)

r—a
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Observacion 5.13. Limites Iterados
Supongamos que lim, ) (ap) f(2,y) = L y que los siguientes limites unidimen-
sionales

lim f(z,y)
lim f(z,y)
y*)b
existen para (z,y) en una bola B((a,b), R). Definimos las funciones
g1(y) = lim f(z,y)
r—a
g2(x) = lim f(z,y)
y—b

Entonces,

lim (hn})f(x,y)) = lim go(x) =L
y— T—a

lim (lim f(m,y)) = lim gi1(y) = L
y—b \z—a y—b

Observamos de nuevo que, es posible aplicar esta proposicién para calcular el limite
si se sabe de antemano que éste existe. También, si para alguna funcién f(z,y)
podemos probar que
lim lim f(z,y) # lim lim f(z,y)
y—br—a

T—a y—b

entonces lim, ) (a,p) f(2,%) no existe. Sin embargo, las relaciones anteriores no
pueden ser utilizadas para demostrar que el limg ) (45 f(7,y) existe.

Ejemplo 5.14. Consideremos la funcién,

Fla,y) = {T si (x.) # (0,0),

0 st (2,9) = (0,0).

Observemos que
22
lim lim f(z,y) = lin})f(:c,()) =lim - =1

z—0y—0 x—0 $2
pero,
_y2
Jim lim f(2, y) = lim f(0,y) = lim 5 !
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Por lo que el limite
2 _ .2
lm s
(z,9)—(0,0) T2 + Y

no existe.

Ejemplo 5.15. Consideremos la funcién,

0 si (x,y) = (0,0).

—ly

Observemos que los limites iterados

lim lim f(z,y) = lim 9 0

z—0y—0 x—0 12
lim lim f(x =lim—=0
y—0x—0 ( ’ y) y—0 y2

coinciden. Pero al considerar la curva, o(t) = (¢,¢) y calculamos el limite
iy £(o(t)) = lim f(¢.6) = lim L — 2
g O = g ALY = 0 5 T 5
no coincide con el valor de los limites iterados. Entonces, el limite
. Ty
O
(z,y)—(0,0) = + Yy
no existe.

Ejemplo 5.16. Sea

_Jysiz>0
f(may)_{ —y SISCSO
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Vamos a demostrar que lim(, ) (0,0) f(z,¥) = 0. Dado & > 0 tomamos § = ¢.

Si0 < ||(z,y)]| = v/2? +y% < J. Entonces,
[flz,y) =0l =yl = Vy? < Va2 +y* <d=¢

por lo que,

lim z,y) =0
(x,y)*(ﬂyo)f( v)

Pero, lim,_,o f(x,y) no existe para y # 0 porque si y # 0 los limites por la derecha
y por la izquierda,

lim f(z,y) =y

z—0t

lim f(x,y) =~y

r—0~
no coinciden. Por tanto, el limite lim,_,q f(x,y) no existe para y # 0.

Ejemplo 5.17. Consideremos la funcién,

cuyo gréfico es el siguiente
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Notemos que
0
ili%;lm flz,y) = hm f(z,0) = IIE})F =0
pero,

0
Jim lim, f(z,y) = lim f(0,y) = 113})37 =0

Ademés, si consideramos la curva o(t) = (¢,t) y calculamos
. . e
vemos que este limite coincide con el valor de los limites iterados.

Asi, que algunas personas podrian concluir de manera errénea que el limite

siguiente existe
%y

lim —2 =
(z,y)—(0,0) x4 + 72

Pero esto no es cierto...porque, si tomamos la curva o(t) = (t,t?) y calculamos
4

1
. 2\ _ 1: 2 — —
fim F(8,27) = T £(4,87) = o =g = 5

concluimos que el limite
%y

lim ———
(2y)—(0,0) 4 +y?
no existe.
Teorema 5.18 (Algebra de limites). Consideremos dos funciones f,g: D C R" —

R y supongamos
lim f(z) = Ly, lim g(z) = Lo

r—p r—p
Entonces,
(1) limy—p (f(2) + g(x)) = L1 + Lo.
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(2) lim,y (f(z) — 9(x)) = Ly — Ls.

(3) limg ., f(2)g(x) = L Ly.

(4) Sia € R entonces lim,_., af(z) = al.
()

5) Si, ademads, Lo # 0, entonces
lim 7f(;v) = L
pg J}) LQ

6. CONTINUIDAD DE FUNCIONES

Definicién 6.1. Una funcién f: D C R™ — R™ es continua en un punto p € D si
lim, ., f(z) = f(p). Se dice que una funcién f es continua en el conjunto D C R™
si es continua en todo punto de p € D.

Observacion 6.2. Una funcién f: D C R” — R™ es continua en el punto p € D
si y s6lo si dado € > 0, existe un ndmero real 6 > 0 tal quesiz € py ||z —p| <,
entonces ||f(z) — f(p)]| < e.

Observacion 6.3. Una funcion f: D C R™ — R™ se puede escribir de la forma

f(@) = (fi@),.., fn(2))

Es posible demostrar que la funciéon f es continua en el punto p € D si y sélo si
para cada i = 1,...,m las funcione f; son continuas en el punto p.

En consecuencia, a partir de ahora sélo estudiaremos funciones f : D C R™ — R.

7. OPERACIONES CON FUNCIONES CONTINUAS

Teorema 7.1. Sea D C R" y sea f,g : D — R funciones continuas en el punto p
en D. Entonces,

(1) f + g es continua en el punto p.

(2) fg es continua en el punto p.

(3) Si f(p) # 0, entonces hay un conjunto abierto U C R™ tal que f(x) # 0
paratodox € UNDy

:UND —R

NS

es continua en el punto p.

Teorema 7.2. Sea f: D C R" — E C R una funcién continua en el punto p € D
y sea g : E — R* una funcién continua en el punto f(p). Entonces, go f : D — R¥
es continua en el punto p.

Observacion 7.3. Las siguientes funciones son continuas,

(1) Polinomios

(2) Funciones Trigonométricas y exponenciales.

(3) Logaritmos, en su dominio de definicién.

(4) Potencias de funciones, en su dominio de definicién.
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8. CONTINUIDAD DE FUNCIONES Y CONJUNTOS ABIERTOS/CERRADOS

Teorema 8.1. Sea D C R™ ysea f : D — R™. Entonces, las siguientes condiciones
son equivalentes.

(1) f es continua en D.

(2) Si{zn}52, es una sucesién en D que converge al punto p € D, entonces la
sucesion {f(z,)}52,; converge al punto f(p).

(3) Dado un conjunto abierto U de R™, el conjunto f~(U) es de la forma
f~Y(U) = G N D, para algiin conjunto abierto G' C R™.

(4) Para cada conjunto cerrado V de R™, el conjunto f~(V) es de la forma
f~YV) = Fn D, para algin conjunto cerrado F' C R™.

Teorema 8.2. Sea f : R" — R™. Entonces, las siguientes condiciones son equiva-
lentes.

(1) f es continua en R™.
(2) Dado un conjunto abierto U de R™, el conjunto f~(U) es abierto en R™.
(3) Para cada conjunto cerrado V de R™, el conjunto f~!(V) es cerrado en

R™.
Teorema 8.3. Supongamos que fi,...,fr : R — R son funciones continuas.
Consideremos —oo < a; < b; < +o0,¢=1,...,k. Entonces,

(1) El conjunto {x € R™ : a; < fi(z) <b;, i=1,...,k} es abierto.
(2) El conjunto {x e R" : a; < fi(z) <b;, i=1,...,k} es cerrado.

9. PUNTOS EXTREMOS Y FIJOS

Definicién 9.1. Sea f: D C R” — R. Se dice que un punto p € D es un

(1) méximo global de f en D, si f(z) < f(p) para cualquier otro punto
rz€eD.

(2) minimo global de f en D, si f(z) > f(p) para cualquier otro punto z € D.

(3) maximo local de f en D, si existe algin § > 0 tal que f(z) < f(p) para
todo punto z € D N B(p, d).

(4) minimo local de f en D, si existe algin § > 0 tal que f(z) > f(p) para
todo punto = € D N B(p, 9).

Ejemplo 9.2. En el dibujo siguiente el punto A es un maximo local pero no global,
mientras que el punto B es un méaximo local y global.
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Teorema 9.3 (Teorema de Weiestrass). Sea D C R™ un subconjunto compacto de
R™ y sea f: D — R continua. Entonces, existen xg,z; € D tal que para cualquier
xeD

fxo) < flz) < flan)

Es decir, g es un minimo global de f en D y x; es un maximo global de f en
D.

Teorema 9.4 (Teorema de Brouwer). Sea D C R™ un subconjunto compacto,
convexo y no vacio de R™. Sea una funcién f : D — D continua, entonces existe
un punto p € D tal que f(p) = p.

Observacién 9.5. Si f(p) = p, entonces p se denomina un punto fijo de f.

Observacion 9.6. Observemos que

(1) Un subconjunto de R es convexo si y sélo si es un intervalo.

(2) Un subconjunto de R es convexo y cerrado si y sélo si es un intervalo
cerrado.

(3) Un subconjunto X de R es convexo, cerrado y acotado si y sélo si X = [a, ].

Ejemplo 9.7. Cualquier funcién continua f : [a,b] — [a,b] tiene un punto fijo.
Gréficamente,

a b

10. APLICACIONES

Ejemplo 10.1. Consideremos el conjunto A = {(z,y) € R?: 22 + y? < 2}. Como
la funcién f(x,y) = 2% + 32 es continua, el conjunto A es cerrado. Como también
estd acotado, el conjunto A es compacto.

Consideremos ahora la funcién

fz,y) = !

Tty

cuya grafica es la siguiente
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La funcién f es continua excepto en el conjunto X = {(z,y) € R? : 2 +y = 0}.
Este conjunto intersecta al conjunto A,

Tomando y = 0, vemos que

lim f(z,0) = 400 lim f(z,0) = —c0
x—0 z—0

x>0 <0

de donde concluimos que f no alcanza ni maximo ni minimo en el conjunto A.

Ejemplo 10.2. Consideremos el conjunto By = {(z,y) € R? : zy > 1}. Como la

funcién f(z,y) = zy es continua, el conjunto By es cerrado. Como no esta acotado,
el conjunto By no es compacto.

Ejemplo 10.3. A;Cémo es el conjunto By = {(z,y) € R2 : ay > 1, x,y >

0}? Ahora no podemos utilizar directamente los resultados anteriores, pero si
observamos que

By ={(z,y) eR*: a2y >1, x,y>0}={(z,9) eR?*:ay>1, x,y>0}
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y como las funciones fi(z,y) = xy, f2(z,y) = ¢y f3(x,y) = y son continuas,
podemos concluir que el conjunto B; es cerrado. Consideremos de nuevo la funcién

1
r+y

f(a:,y) =

A;}Alcanza maximo o minimo en el conjunto B;? Observemos que la funcién
es continua en el conjunto Bj, pero no podemos aplicar el Teorema de Weierstrass
porque este conjunto no es compacto.

Por una parte tenemos que f(x,y) > 0 en el conjunto By. Por otro lado los
puntos (n,n) paran =1,2,... estdn en el conjunto By y

lim f(n,n)=0

n—-+oo

Por tanto, dado un punto p € By, podemos encontrar un ntmero natural n sufi-
cientemente grande tal que

f(p) > f(n,m) >0

de donde concluimos que f no alcanza un minimo en el conjunto Bj.
Las curvas de nivel {(z,y) € R? : f(z,y) = ¢} de la funcién

1
T,y) =
flay) =~ oy
son las lineas rectas
1
r+y=-—
c

Graficamente,
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Las flechas indican la direccién en la que la funcién crece. Graficamente, vemos
que f alcanza un méaximo en el punto de tangencia con el conjunto By. Este punto
es el punto (1,1).

\
N .

Ejercicio 10.4. De forma andloga el conjunto
By ={(x,y) eR*:ay>1, w,y<0}={(z,y) eR*:ay>1, z,y<0}
es cerrado, pero no es compacto. Razonar que la funcién
1
€T =
fla,y) = —— ;

es continua en este conjunto pero no tiene maximo. En cambio si alcanza un minimo
en el punto (—1,—1).

Ejercicio 10.5. Los conjuntos Bz = {(x,y) € R? : 2y > 1, z,y >0}y By =
{(z,y) e R? : 2y > 1, z,y < 0} son abiertos. A;Por qué?



