UNIVERSIDAD CARLOS III DE MADRID

Departamento de Economia

Tema 1: Matrices y sistemas de ecuaciones lineales.

Empezaremos por recordar conceptos ya conocidos de &algebra lineal como las
matrices, determinantes, etc. En este capitulo, también recordaremos el método de
solucién de sistemas de ecuaciones lineales asi como la interpretaciéon geométrica
del conjunto de soluciones.

1. MATRICES Y DETERMINANTES. RANGO DE UNA MATRIZ. MULTIPLICACION Y
MATRIZ INVERSA

Una matriz de orden n X m es un conjunto de n X m nameros reales ordenados
en n filas y m columnas. Una matriz A de orden n X m se representa de la siguiente
manera

a1 aiz - Aim

@21 Q22 - A2m
A =

an1l an?2 T Anm

es decir elemento a;; es el que se encuentra en la fila ¢ y la columna j. Escribiremos
A € Myxm- A veces nos referimos a la matriz que tiene dentro los numeros a;;
;’zlly,..-...l?n o también A = (CI,ZJ)

Los elementos de la forma a;; se llaman la diagonal de A.

Cuando una matriz tiene n filas y m columnas solemos decir que la matriz es de
tipo (o tamafno) n x m. En el caso de que el ntumero de filas y de columnas es el
mismo (es decir, cuando m = n) se dice que la matriz es cuadrada.

La matriz cuadrada

segln el convenio anterior como A = (a;;) i

10 ... 0
0 1 0
00 ... 1

se llama matriz identidad de tamano n y se denota por I,,.

Definiciéon 1. Dada una matriz

11 @12 - Qim
az; a2 - A2m

A= . . . . € M, xm
an1 An2 e Anm

definimos la matriz transpuesta A' € M,,x, (6 A*) de A, como la matriz cuya
fila i es igual a la columna ¢ de A. Es decir,

@11 az1 - Anl

¢ " a12 az2 an2
At =A% = . . . . € Minxn

A1m  A2m - Anm



Definiciéon 2. Dada una matriz cuadrada,

a1 a2 A1n
21 Q22 - A2p

A= . . ) . € Myxm
an1l an2 Ann

la traza de A es el nimero real
traza(A) = a11 + az2 + -+ + ann

1.1. Suma y producto por escalares. Las matrices del mismo tamano se pueden
sumar. La suma se hace sumando los elementos que se encuentran en la misma fila
y columna en las dos matrices. Asisi A = (aij); 11 _____ Ly B = (b,]); 11 (coémo
veis las dos matrices tienen el mismo tamafo) entonces

A+ B = m”+%YL’"

21 3 0
()0 % 5)
[ 2+1 144 3+0 (3 5 3
A+B(9+5 6+ (~2) 5+(3)) <14 4 2)
De la misma manera se define el producto por escalares (niameros reales). Si

A= (aij); 11 "y A € R entonces

Ejemplo.

1,.. ,n
A = ()\a”)J L.

Ejemplo. Tomemos A\ un numero cualquiera y la matriz

2 1 3
A—(965)

entonces
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Si fijamos A =7
TA— 7-2 7-1 73\ (14 7 21
S\NT7-9 76 7-5 ) \ 63 42 35
La suma de matrices y el producto por escalares cumplen las siguientes propiedades
que se deducen de manera muy sencilla de las definiciones anteriores:

Propiedad 3. Sean A, B y C matrices del mismo tamano y a y 3 nimeros reales
cualesquiera:

(1) A+ B = B+ A (propiedad conmutativa).

(2) A+ (B+C)=(A+ B)+ C (propiedad asociativa).
(3) a(A+ B) =aA+aB.

(4) (a+ B)A = aA+ BA.

(5) a(84) = (aB)A

(6) (A+ B)' = A"+ B



e . . =1,...
1.2. Multiplicacién de matrices. Consideremos ahora A = (a;;);—;"",, una

matriz n x m y B = (b;;) del tipo m x [, es decir, el nimero de filas de la matriz
A es igual el nimero de columnas de B. Este es un requisito indispensable para
poder realizar el producto de las matrices A - B.

Definition. La matriz producto C' = A-B es una matriz que tiene n filas (el mismo
nimero que A) y [ columnas (tantas como B) de manera que el elemento

Cij = anbiy + aigboj + - + Aimbm;

es decir, el elemento de la matriz producto que esta en posicién 4, j es el resultado
de multiplicar la fila ¢ de A por la columna j de B.
Ejemplo. Consideremos las matrices

2 1
a=(5405) 8-

la matriz C = A - B es una matriz 2 x 2

o (49 8=2-6+1-(~4)+5-0
“\ 13 ~18

O Ot
0 ~1
\
=~

Atencidén. En general el producto de dos matrices no es conmutativo. De hecho
esto es algo més fuerte, en muchos casos sélo se puede hacer uno de los dos productos
y el otro no.

Por ejemplo si tomamos las matrices

2 1 125
A:<3 1) B:(144>

podemos hacer A - B pero en cambio B - A no se puede puesto que el numero de
columnas de B no coincide con el de filas de A.

Si tomamos
1 2 3 1
a=(o1) ==(21)
7 3 5 7
A'B_<8 3) B'A_(4 5)

Propiedad 4. Si el producto AB existe, entonces también se pueden multiplicar
BtA? y se verifica que

Entonces

(AB)' = BtA!

1.3. Matrices equivalentes. El método de Gauss. Dada una matriz A cualquiera
decimos que B es equivalente a A si podemos transformar A en B mediante una
combinacién de las siguientes operaciones:

e Multiplicar una fila de A por un namero real cualquiera diferente de cero.
e Intercambiar dos filas.
e Sumar a una fila de A cualquier otra fila.

Estas tres operaciones se pueden describir mediante el producto de matrices.

e Multiplicar la fila ¢ de una matriz n x m de una por un nimero a es equi-
valente a multiplicar a la izquierda por la matriz identidad al, en la que
henos puesto en la posicién ¢ una a.



Por ejemplo si tomamos la matriz

2 4
3 6
79
y queremos multiplicar la fila 2 por 5, tenemos que multiplicar esta matriz
por
1 00
0 5 0
0 0 1

e Para intercambiar dos filas, por ejemplo la i y la j lo tnico que hay que
hacer es multiplicar por la matriz identidad a la que le hemos cambiado la
fila ¢ por la j.

Por ejemplo si en la matriz anterior:

2 4
3 6
709
queremos intercambiar la fila 1 y la fila 3 tenemos que hacer
0 0 1 2 4
01 0]-]1 36
1 00 79

e Si queremos sumar a la fila ¢ un multiplo a de la fila j tendremos que
multiplicar a la izquierda por la matriz identidad a la que le anadimos en
la fila ¢ columna j una a

Si en la matriz
2 4
3 6
79

queremos sumarle a la fila 2 siete veces la fila 3 tenemos que hacer:

W

2
3
7

O O =

0 0
17
0 1
7

[\" NN

es decir hemos puesto en la posicién 23

=]

n

Definicion 5. Diremos que una matriz A € M, ., es escalonada si se cumple lo
siguiente:
(1) Las filas no nulas estan por encima de las filas nulas.
(2) En cada fila ¢« = 1,...,m cualquiera, si el primer elemento no nulo es el
elemento a;; (es decir a;; # 0y a;; = 0 paratodo k < j), entonces a; 41, = 0
para todo 1 <1 < j.

En particular, si la matriz A estd en forma escalonada, entonces si en una fila
cualquiera i, el primer elemento no nulo es a;; entonces ay; = 0 para todo par
k > 4,1 < j. En una matriz escalonada, cada fila (excepto quizés la primera fila)
empieza con 0 y cada una de las filas i + 1 empieza con al menos un 0 mas que la
fila anterior 1.



Por ejemplo, las matrices,

5

oo~ W
oo o
S W N
= o o

S O N
oo RO
S o N O
O Ut W =

0
0
0

son matrices escalonadas. Mientras que la matriz

2 0 01
01 2 3
0 0 0O
0 0 01

no es escalonada.

El método de Gauss nos proporciona una manera sistematica de obtener me-
diante cambios elementales una matriz una matriz escalonada equivalente a matriz
cualquiera dada.

Funciona de la manera siguiente:

0 3 2 5 7
1 7 2 4 3
0 001 3
0 00 0O
050 4 7

(1) Reordenamos las filas de manera que todas las filas de ceros, si las hay,
queden abajo del todo.

coor~o
o Lo 1w
coc oW
O B = A ot
O~ W w -

(2) Buscamos la primera columna que no tenga todo ceros.

03 2 5 7
17 2 4 3
0001 3
0 5 0 47
00 0 0O

(3) Reordenamos de nuevo las filas de manera que los ceros de esta columna
queden abajo del todo.

OO OO
O Ut O W
OO O NN
O = = Ot
O W w

(4) Sila matriz ya esta escalonada ya hemos acabado.



(5) Si no, buscamos el primer elemento donde no se cumple la condicién de
escalonamiento a este numero le llamamos pivote y a partir de ahora nos
olvidamos de las filas por encima de esta.

1 7 2 4 3
0 3 2 5 7
0 00 1 3
0 5047
0 00 0O

(6) Repetimos los pasos anteriores olvidandonos de las filas ya escalonadas. Si
la matriz ya esté escalonada ya hemos acabado.

17 2 4 3
03 2 5 7
0 5047
0 001 3
0 00 0O

(7) Si no, eliminamos todos los niimeros que estén en la misma columna y por
debajo del pivote (supongamos que es a;;) que no sean cero haciendo las
operaciones a;;fila; 1 — a4 jfila; siempre y cuando a;1 ; # 0.

1 7 2 4 3
0 3 2 5) 7
3filag — 5filag 0 15—-15 0—-10 12—-25 21—-35
0 0 0 1 3
0 0 0 0 0
1 7 2 4 3
0 3 2 5 7
=1 0 0 —-10 —-13 -—-14
0 0 O 1 3
0 0 O 0 0

(8) Sila matriz ya esté escalonada, ya hemos acabado, en caso contrario repeti-
mos las operaciones anteriores sélo con las filas donde la matriz no esté
escalonada.

1.4. Determinantes. A toda matriz cuadrada se le puede asociar un ntimero lla-
mado determinante de la matriz. Veremos méas adelante que es muy importante
y atil. Vamos a definirlo de manera inductiva.

Si A es una matriz 1 x 1 es decir tiene una sola fila y una sola columna entonces
de hecho A es un numero A = (a). El determinante es entonces a.

Si A es 2 x 2 entonces el determinante es:

a b

det(a) = d

‘zad—cb

En el caso de que A sea 3 x 3 tenemos dos maneras equivalentes de definir el
determinante:



(1) La regla de Sarrus:
a11 a2 ais
a1 @G22 G23 | = 11022033+012023031 1013021032 031022013 — 032023011 —033021012
az1 asz ass

(2) Desarrollando por una fila o una columna:

a1 aiz2 ai13
@21 Q22 A23 | = Q11
azi1 azz ass

a12 a13
a22 A23

ai2 ais
azz ass

Q22  A23

+ as1
azz  G33

No es necesario utilizar la primera fila o la primera columna. Se puede
utilizar cualquiera. Hay que tener cuidado con el signo, (—1)*™7, que lleva
delante el elemento a;.

Ejemplo. Si queremos calcular

121 L s
4 3 5 :(—1)1”2‘ 3 3 ‘+(—1)2+23’
3 1 3

L1 sy | L1
3 3‘”1) 1‘4 5’_

~2-(=3)+3-(0)—(1)-1=5

Para matrices de mayor tamano el sistema es el mismo que el de matrices 3x3. El
método consiste en desarrollar por filas o columnas de manera que un determinante
4 x 4 equivale a calcular 4 determinantes 3 x 3.

En general, si A = (a;;) es una matriz cuadrada de orden n x n, llamaremos
menor complementario del elemento a;; de la matriz A al determinante de la
submatriz de orden n — 1 x n — 1 que se obtiene al eliminar la fila ¢ y la columna
j de la matriz A. El adjunto del elemento a;; de la matriz A es el menor comple-
mentario de a;; multiplicado por (—1)*7. Con esta notacién, podemos desarrollar
el determinante por la fila 7,

|Al = airAi1 + ainAia + -+ -+ a;jAjj
o por la columna j,

Al = a1 Avj + agj Az + -+ + ai; Aij
Veamos un ejemplo.

Ejemplo. Consideremos el determinante:

12 0 3
4 7 1 1
1 3 3 1
0 2 0 7

Lo més interesante en este caso es desarrollar por la columna 3 o también por
la fila 4. Esto es debido a que hay ceros y entonces tendremos que hacer menos
célculos. Desarrollemos por la columna 3.

1 2 0 3
+(_1)3+22

I

an)
O o
[CIGUIRN|
EN T
O = =
N W N
- = W

1
+(=1)3331 4
0

N N
~N = W
+
=)
— s

4
1
0

N W I
o W N
B -

W N

— =



Como veis en este ejemplo cuantos mas ceros hay en una fila o columna mas facil
seréd hacer los calculos. Ahora explicaremos como se puede conseguir tener muchos
ceros. Con las propiedades de los determinantes.

Propiedad 6. (1) Si A y B son matrices cuadradas del mismo tamafio en-
tonces

det(A - B) = det(A) - det(B)
(2) Si toda una fila o toda una columna son ceros entonces el determinante es

cero.

Las propiedades que vienen a continuacion se deducen facilmente de las anteriores
y son las que se pueden usar para conseguir ceros en un determinante

Propiedad 7. (1) Si multiplicamos toda una fila o toda una columna por un
nimero diferente de cero entonces el determinante se multiplica por ese
nimero.

(2) Siintercambiamos dos filas o dos columnas entonces el determinante cambia
de signo.

(3) Si a una fila le sumamos un multiplo de otra fila entonces el determinante
no cambia.

Utilizando estas tres propiedades el calculo de determinantes se simplifica mucho
y el célculo de determinantes se puede simplificar utilizando el método que hemos
visto para escribir una matriz de forma escalonada.

Ejemplo. Consideremos el determinante:

1 2 3 4 1 2 3 4
235 1| |0 -1 -1 -7 |_
31 4 2 0 =5 —5 —10|
2 5 5 1 0 1 -1 -7
-1 -1 -7 1 17 11 7
=| -5 -5 —10|=—| -5 =5 —-10|=|0 0 25|=
1 -1 -7 1 -1 -7 0 -2 -—14
11 7
=—|0 -2 —14 |=50
0 0 25

1.5. Rango de una matriz.

Observacién. La forma escalonada de una matriz no es tnica. Es decir, al llevar
a cabo el método de Gauss descrito anteriormente, la matriz obtenida finalmente,
depende del orden en que se realizen las operaciones. Sin embargo, se puede probar
que, independientemente de los pasos realizados, el numero de filas distinto de cero
que se obtienen es siempre el mismo.

Definicion 8. Dada una matriz cualquiera A llamamos rango de A al namero de
filas diferentes de cero que tiene la matriz en cualquiera de sus formas escalonadas.

Ejemplo. Consideremos la matriz:



0 3 2 5 7

1 7 2 4 3

A= 0 0 0 1 3

0 00 0O

0 50 47

esta es equivalente a:
1 7 2 4 3
0 3 2 5 7
=l 0 0 —-10 —-13 -—-14

00 O 1 3
0 0 O 0 0

que es una matriz escalonada, entonces el rango de A es cuatro.

Hay una definicion alternativa del rango de una matriz mediante determinantes.

Propiedad 9. Sea A una matriz cualquiera. El rango de A es el tamano del
mayor determinante diferente de cero que podemos construir dentro de la matriz
eliminando filas y columnas.

Ejemplo. (1) Tomemos la matriz

1 2 5
2 49

El rango de esta matriz es como mucho 2 ya que no se puede construir
dentro un determinante 3 x 3. Miremos si podemos construir uno 2 x 2 que
no valga cero.

1 2
con este no funciona.
1 5
' 2 9 ‘ =-170
Como este determinante no vale cero entonces la matriz tiene rango 2.

Si ahora tomamos
1 2 5
2 4 10

entonces como antes el rango puede ser como mucho 2. Como minimo es 1
yva que para que sea 0 toda la matriz tendria que ser cero. Veamos si es 2:

1 5
2 10

2 5

1 2
‘24’20’ 410

=ofi =

Por lo tanto el rango es 1.

Atencién. El rango de dos matrices equivalentes es el mismo
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1.6. Matriz Inversa. Dada una matriz cuadrada n x n, A, decimos que tiene
inversa si existe una matriz n x n que denotamos por A~! tal que A7'A = AA~! =
I,, donde I,, es la matriz identidad de tamaiio n.

Observacion. ;Es tnica la matriz inversa? Es decir, jpuede ocurrir que haya dos

matrices distintas, digamos B y C tales que BA = AB =1, y ademas CA = AC =

1,7 Veamos que, si estas ecuaciones se satisfacen, entonces debe ocurrir que B = C.
En efecto, como C'A = I,,, multiplicando por B por la derecha obtenemos

(CA) B=1,B=DB
y como
(CAB=C(AB)=CI,=C
tenemos que B = C.
Propiedad 10. Una matriz cuadrada A tiene inversa si, y solo si, su determinante

es diferente de cero. Equivalentemente una matriz cuadrada n x n tiene inversa si
y solo si su rango es n.

De hecho de la propiedad multiplicativa de los determinantes es facil deducir lo
siguiente:
1
~ det(A)
Propiedad 12. Sean A y B matrices cuadradas de tamano n. A- By B- A tienen

inversa si y solo si A y B tienen inversa. Ademas
(A-By'=B"1t.A"' (B-A'=4A"1.B"!

Propiedad 11. Si A tiene inversa entonces det(A~1)

Hay diversos métodos para calcular la matriz inversa pero sin duda el mas rapido
e inteligible es el método de Gauss que explicamos para escalonar matrices.
Si tenemos una matriz

a1 ai12 . A1n
a1 Q22 ... d2n
A =
anp1  Aap2 . Ann
Creamos la matriz

a1 ai2 . A1n | 1 0 0
asy a9 . agn | 0 1 0
an1 Ap2 ... Apn | 0O o0 ... 1

A toda esta matriz le aplicamos cambios elementales hasta que conseguir (si es
que se puede lo cual es equivalente a que tenga rango maximo) que en la parte de
la izquierda nos quede la identidad. En caso que sea posible obtendremos

1 0 ... 0 | b11 b12 bln
o1 ... 0 | b21 b22 bgn
S I R
00 ... 1 | by bz -.. bun

la matriz que tenemos ahora en la derecha es la inversa de A.
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Este método funciona ya que de hecho la matriz que se obtiene en la derecha es
el producto de todas las matrices por las que hay que ir multiplicando la matriz
original para hacerle los cambios que nos llevan a la identidad.

Ejemplo. Consideremos la matriz

1 1
0 1 1
1 0 1
montamos la matriz grande:
110 | 1 00
01 1] 010
101 | 001

Hacemos los cambios que toquen

1 1. 0 1 00 110 1 00
st~ [0 1 1] 0 10|t~ [01 1] 0 10
0 -1 1] -1 01 00 2 11

Aqui vemos que el rango de A es 3 por lo tanto se puede invertir.

1101 1 0 0 200 | 1 -1 1
Ch-f)~[ 020 1 1 -1 |@i-f)~[020 ] 1 1 -1
002 | -1 1 1 002 ] -1 1 1

Finalmente dividimos por 2

100 | 1/2 -1/2 1/2
~ 01 0 | 1/2 172 —1/2
001 | -1/2 1/2 1/2
Por lo tanto la matriz inversa es

/2 —1/2 1/2
A= 12 172 —1/2
-1/2 1/2  1)2

Para los fanaticos de las férmulas, existe también una férmula que proporciona
la inversa de una matriz. Llamamos matriz adjunta de A (Adj(A4)) a la matriz

cuyos elementos son los adjuntos de A. Es decir, el elemento en la fila ¢ y columna
j de AdJ(A), €8s Aij-

Proposicion. Si |A| # 0, entonces

A= L

2. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Un sistema de ecuaciones lineales es sistema de ecuaciones de la forma

a1171 + -+ ATy = by
Am1%1 + -+ @y = bm
donde a;; y by son ntmeros reales fijos y x1,...,x, se llaman las incognitas (o

también variables) del sistema.
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Un sistema de ecuaciones lineales se puede escribir de manera matricial:

a1 N A1n il b1

Aml - Qmn Ty bm

Una solucién del sistema anterior es un vector de R™ que satisface la ecuaciéon
matricial. En otras palabras una solucién es un vector de nimeros reales (z7, ... z})
que verifican todas las ecuaciones del sistema.

Definicién 13. Un sistema de ecuaciones lineales es compatible si tiene solucion.
Diremos que es incompatible si no tiene solucién.

Un sistema de ecuaciones lineales compatible se dice que es determinado si
tiene una tnica solucién. Diremos que es indeterminado si tiene mas de una (de
hecho infinitas) soluciones.

Ejemplo. El sistema de ecuaciones lineales
2r4+y=>5
dr +2y =7

no tiene solucién, es incompatible.

El sistema de ecuaciones

rT+yYy=2>5
4y =8
tiene coémo unica solucién el vector (3,2). Es un sistema compatible determinado.

El sistema de ecuaciones
r+y=4
20 4+ 2y =28

tiene infinitas soluciones. De hecho todos los vectores de la forma (x,4 — x) por lo
tanto es compatible indeterminado.

2.1. El Teorema de Rouché-Frobenius. El teorema de Rouché-Frobenius nos
proporciona un criterio para decidir cuando un sistema es compatible o incompatible
y en el caso de que sea compatible nos dice cuantas soluciones tiene.

Por ejemplo si consideramos el sistema de ecuaciones:

r+y=2

2v4+2y =4
vemos facilmente que la segunda ecuacion es dos veces la primera y por lo tanto es
redundante. Asf el conjunto de soluciones son los vectores (z,y) de R? que cumplen
la condicién y = 2 — z. Si damos un valor a la variable x entonces obtenemos un
unico valor de la variable y de forma que estos valores son solucion del sistema. En
particular, todas las soluciones del sistema son el conjunto {(z,2—z) : € R}. Este
conjunto se puede describir utilizando un pardmetro. Decimos que hay 1 grado de
libertad.

El teorema de Rouché-Frobenius nos dice exactamente cuantos parametros (gra-

dos de libertad) son necesarios para describir la solucion de un sistema compatible
indeterminado.
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Dado un sistema de ecuaciones lineales:

an®y + - FapTy = b

Om1%1 + -+ GmnTn = by
es un sistema con n incégnitas y m ecuaciones. Llamamos matriz del sistema a
ail e A1n
A=
Am1 .- Amn,
Llamamos matriz ampliada del sistema a
a1 N A1n ‘ bl
Aapy=1 = ..
Am1 -+ Amn | bm
Teorema 14 (Teorema de Rouché-Frobenius). Consideremos el sistema de ecua-

ciones
1121+ + A1pTp = b

Am1T1 + -+ Gy ®Tn = bm

(1) El sistema de ecuaciones es compatible si y solo si rg A = rg(A|b).
(2) Supongamos que el sistema de ecuaciones es compatible (por lo que, segin
el apartado anterior, se verifica que rg A = rg(A|b) < n). Entonces,
(a) El sistema es compatible determinado si y solo si rg A = rg(A|b) = n.
(b) El sistema es compatible indeterminado si y solo si rg A = rg(A[b) < n.
En este caso, el nimero de pardmetros necesarios en la soluciéon del
sistema es n — rg(A).

Ejemplo. Consideremos el sistema:

r+y+2z=1
20+ y+3z=2
3r+2y+52=3

La matriz del sistema y la matriz ampliada son:

112 |1
2 1 3 | 2
325 | 3

Calculamos simultdneamente el rango de A y de (Ab):

112 |1 11 2 |1 112 |1
213 | 2]|~[0-1-11]0]|~l011]0
325 | 3 0 -1 -1 | 0 000 1] 0

Por lo tanto el rango de A y de (A|b) es 2. Asi pues el sistema es compatible
indeterminado. Ademés el nimero de pardmetros es 3 —rg A = 1. Asi que en el
conjunto de soluciones hay un parédmetro.



14

Propiedad 15. Un sistema homogéneo (los términos independientes valen todos
cero) siempre tiene como minimo una solucion.

2.2. El método de Gauss para solucionar sistemas de ecuaciones. El teo-
rema de Rouché-Frobenius nos permite decidir cuando un sistema de ecuaciones
lineales tiene o no solucion. Si combinamos este método con el de Gauss (Matrices
escalonadas) de matrices podremos obtener ademés las soluciones explicitamente.
La idea es que si tenemos dos sistemas de ecuaciones con matrices ampliadas equiv-
alentes entonces ambos sistemas tienen el mismo niimero de soluciones.

Por otro lado si la matriz asociada a un sistema ya es escalonada entonces es
muy facil obtener las soluciones. Daremos unos cuantos ejemplos que sirven para
explicar el método. Consideremos el sistema de ecuaciones lineales que tiene como
matrices asociada y ampliada

1 3 5 | 1

01 4 ] 2

0 0 2 | 4
El sistema asociado serd compatible determinado. Para encontrar la solucién sélo
tenemos que recordar que cada columna se corresponde con una variable y que la
columna después de la linea corresponde a los términos independientes. Para dar
la solucién vamos encontrando los valores de cada variable de abajo a arriba.

La ultima fila nos dice que 2z = 4, ahora substituimos z = 2 en la segunda
ecuacion y tenemos y + 8 = 2 por lo tanto y = —6. Finalmente con estos valores
substituimos en la primera ecuacién y obtenemos que x — 18 + 10 = 1, es decir que
xz=09.

Si ahora consideramos el sistema que tiene por matrices asociadas:

135 |1
01 4 | 2
00010

Entonces tenemos un sistema compatible indeterminado, como el rango de A es 2
y el nimero de incognitas 3 entonces tenemos un grado de libertad o, lo que es lo
mismo, una variable libre. De la segunda ecuacién se tiene que y + 4z = 2 o por lo
tanto que

y=2-—4z
Si ahora substituimos en la primera ecuacién entonces se obtiene que z + 3(2 —
42) 4+ 5z = 1 es decir:
r=—-5+417z
Por lo tanto el conjunto de todas las soluciones de nuestro sistema es

{(72—5,2—4z,2) : z € R}

A veces hay que tener cuidado con las variables que tomamos cémo libres. En
el caso anterior cualquiera de las variables nos hubiese servido. En el ejemplo que
sigue esto no es asi.
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Aqui la segunda ecuacién nos dice que y = 1 por lo tanto esta no puede ser una
variable libre. Sabiendo esto, substituimos ahora en la primera ecuacién y obten-
emos ¢ +4 — z =1, por lo tanto x = z — 3. Aqui las variable que se pueden tomar
como libres son la x o la z. La solucién general del sistema seria:

{(2,y,2) € R® de la forma (2 — 3,1, 2)
o si preferimos dejar todo en funcién de la primera variable:
{(z,y,2) € R® de la forma (z,1,z + 3)

Cémo hemos dicho antes dos sistemas con matrices asociadas equivalentes por
filas tienen exactamente las mismas soluciones esto es debido a que:

e Si multiplicamos una ecuacién por un numero diferente de cero la ecuaciéon
no cambia.

e Si reordenamos las ecuaciones el sistema no cambia.

e Si a una ecuacién le sumamos (un multiplo de) otra ecuacion el sistema no
cambia.

Asi pues, si dos sistemas tienen matrices equivalentes por filas la solucién no
cambia. El método de Gauss consiste entonces en transformar nuestro sistema en
uno cuya matriz (ampliada) asociada este escalonada. Las soluciones (si las tiene)
de este nuevo sistema que son faciles de encontrar serdn exactamente las soluciones
del sistema original.

2.3. El método de Cramer. Supongamos ahora que tenemos un sistema de n

ecuaciones y n incognitas. Asi pues la matriz del sistema es una matriz cuadrada.

El sistema serd compatible determinado si, y sélo si, el rango de la matriz del

sistema es n o lo que es lo mismo si el determinante de la matriz del sistema es

diferente de cero. El método de Cramer nos proporciona un sistema de obtener las

soluciones de este tipo de sistemas mediante determinantes. Funciona asi:
Consideremos un sistema compatible determinado:

a1+t amty = b
Ap1T1 + -+ QppTp = bn
Ya sabemos que
a1 ai2 . A1n
#0
an1 Ap2 ... Apn
Llamemos (zf,z5,...,2}) a la tnica soluciéon del sistema. Entonces:
bl a1 . A1n ail b1 . A1n
. by, apa ... Gun . anl bn ... Gun
x] = Ty =
air a2 ... QGin aix a2 ... Qin

an1  Aap2 . Ann an1  Aap2 . Ann
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ai; a2 ... bl

* an1 ap2 ... bn
X, =

a1 Qai2 ... Qin

an1 AaAp2 ... Ann

Hacemos dos observaciones sobre este método.
e Requiere mucha més operaciones que el método de Gauss.
e Es facil (aunque nosotros no lo haremos en este curso) extender este método
a sistemas compatibles indeterminados.



