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(1) Se considera el sistema lineal

r +2y —t = b
T 4+az 4+t = b
3z +6y H4az -3t = 3

donde a,b € R son parametros.
(a) Clasifica el sistema segin los valores de los parametros a, b.
(b) Halla la solucién para los valores de los pardametros a =0y b= 1.

Solucion.
(a) Dado que hay 3 ecuaciones y 4 incégnitas, el sistema nunca es compatible determinado. Haciendo opera-
ciones elementales

120 —1]b 1 20 -1| b
AB) =10 a 1|b|~[0 -2 a 2| 0 ,
36 a —3|3 0 0 a 0[3-3b

tenemos que el rango de A es 3 siy sélo si a # 0, luego en este caso el sistema es compatible indeterminado.
Sia =0yb =1, entonces los rangos de A y de (A|B) coinciden, por lo que el sistema de nuevo
es compatible indeterminado. Si a = 0 y b # 1, entonces rango(A) # rango(A|B), y el sistema es
incompatible.

(b) Obtenemos la solucién en el caso en que a = 0y b = 1. Aprovechando la estructura triangular del sistema
equivalente, encontramos que la solucién es x = 1 — ¢, y = ¢ con z,t libres. Es decir, el conjunto de
soluciones es

{1 =t t,z,t): 2,t € R}



(2) Dada la matriz

(a)

1 -1 1
A= -1 11
-1 -1 3

Halla el polinomio caracteristico y comprueba que los autovalores son Ay = 1 y Ay = 2. ;Cudl de ellos es
doble?

Determina la matriz diagonal correspondiente y la matriz de cambio de base.

Calcula A5. (Es suficiente dejar expresado el resultado como producto de tres matrices. No es necesario
hacer ningin célculo adicional)

El polinomio caracteristico es

1-A -1 1 A=A 2 A 2= 2
-1 1-A 1 =/ -1 1-=-2X 1 = -1 2—-2X 1
-1 -1 3-A 0 2—X —242A 0 0 -2+ A
A 2= -2 1
—0-2] 7 T4 [me-me-n] T 1

—(2=X2(1=X) ==X +5\% -8\ +4

por lo que los autovalores son A\; = 1, simple y Ay = 2, doble.
Calculamos el espacio de vectores propios asociados al autovalor A\; = 1. Este espacio es el conjunto de
soluciones del sistema lineal homogéneo siguiente

0 -1 1 x 0
-1 01 y | =10
-1 -1 2 z 0
que es equivalente al sistema
—y+2z=0
—x+z=0

cuya solucién es z = y = z. Obtenemos que
S(1)=<(1,1,1) >

Calculamos el espacio de vectores propios asociados al autovalor A» = 2. Este espacio es el conjunto de
soluciones del sistema lineal homogéneo siguiente

-1 -1 1 x 0
-1 -1 1 y | =10
-1 -1 1 z 0

que es equivalente al sistema —x — y + z = 0. Obtenemos que
S(2) =< (1,-1,0),(0,1,1) >
Por tanto, A = PDP~! con

D=

O O =

(c) Ahora calculamos



(3) Dada la aplicacién lineal f: R2 — R®,

flz,y) = (z+y,2x +2y,z +y,3z + 3y, 4z + 4y)

(a) Calcular las dimensiones del nicleo y de la imagen y unas ecuaciones para estos subespacios.
(b) Hallar una base de la imagen de f y una base para el nicleo de f.

(a) La matriz, A, de la aplicacién f, respecto de las bases candnicas es

11
2 2
A=1(1 1
3 3
4 4
Calculamos la forma reducida,
1 1 I 1 1 T
2 2 T2 0 0 T2 — 2:171
1 1 T3 ~ 10 0 T3 — T
3 3 Tg 0 0 Ty — 3:171
4 4 I5 0 0 I5 —4.’L‘1

de donde deducimos que dimIm(f) = rango(A) = 1. Ademds un conjunto de ecuaciones que definen a
Im(f) es
Ty = 2:[71, r3 =Ty, T4 = 3:171, T5 = 41
De la férmula
2 = dim(Im(f)) + dim(ker(f))

obtenemos ahora que dim(ker(f)) = 1 y un sistema lineal de ecuaciones para determinar ker(f) es

r+y=0
Una base de Im(f), obtenida a a partir de las columnas de A, es {(1,2,1,3,4)}. Ahora calculamos una
base de ker(f). Para ello resolvemos el sistema anterior,

z+y=0

Como sabemos que hay un pardmetro, elegimos x como el pardmetro. La variable dependiente es y. Se
verifica la relaciéon y = —z. Entonces,

ker(f) = {(,1) € B 1y = —2,} = {(#, ) : 7 € B}
y una base de ker(f) es {(1,—1)}.



(4) Dado el conjunto
S={(z,y) € R2talesque0<y<2z?, 0<z<1}

(a) Dibuja el conjunto S, su frontera y su interior y discute si S es un conjunto abierto, cerrado, acotado,

compacto y/o convexo, razonando tus respuestas.
(b) Demuestra que la funcién

1
f(xay)_ £U+y—3

definida en el conjunto S, tiene maximo y minimo sobre S.

(c) Dibuja las curvas de nivel de f(z,y) y determina donde estan los méximos y minimos de f en S.

(a) El conjunto S es

Y

La frontera de S es (1,0)

>
>

el interior de S es S\ 85, donde 85 denota la frontera del conjunto S. Por lo tanto, S es es cerrado, no es
abierto (porque S NS # B), es compacto (cerrado y acotado). Finalmente, el conjunto S no es convexo
ya que el segmento que une los puntos (0,0) € S'y (1,1) € S no estd contenido en el conjunto.

(b) La funcién es continua en el conjunto S (ya que el denominador se anula sobre la recta = +y = 3 que no
interesecta al conjunto) y el conjunto es compacto. Por el Teorema de Weierstrass, la funcién alcanza un
maximo y un minimo en el conjunto S.

T4y =3
r+y=2
z+y=0

(c) Las curvas de nivel de f(z,y) = K son las rectas ¢ + y —3 = 1/K con K € R, K # 0. El médximo se
alcanza en el punto z = 0, y = 0, donde f(z,y) toma el valor —1/3 y el minimo se alcanza en el punto
z =y =1, donde f(z,y) toma el valor —1



(5) Considerar la funcién f: R> - R

2

z° ; .. 0’0 |
f(l',y):{\/m S‘( y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0).

Estudiar si la funcién f es continua en el punto (0, 0).

c) Estudiar si la funcién f es diferenciable en el punto (0,0).

(a
(b
(
(

)
) Calcular las derivadas parciales de f en el punto (0,0).
)
)

a) Estudiamos el limite cuando (z,y) — (0,0). Sea £ > 0. Tomamos ¢ = ¢. Si se verifica que

0 <|l(z,y) = (0,0)[| = Va* +y> <

entonces tenemos que
>—f<o,o>|=‘L ol
<l <V +yP=d=¢

por lo que f es continua en el punto (0,0).
(b) Las derivadas parciales de f en el punto (0, 0) son

|f(z,y

_ 2
g(o,o) — lim w — lim R — lim b = lim t
Oz t—0 t t=0 /12 t=0 /12 t—=0 |t]
este limite no existe ya que
limizl limi:—l
t—0+ |t t—0— |t]
Por otra parte,
0 0,t) — (0,0

B_y t—0 t

f(0,8) = 0= £(0,0)

y como

para todo t € R, concluimos que

0) =

(c) La funcién no es diferenciable en el punto 0) ya que en el apartado anterior hemos visto que

(0
(0,
of
500

no existe.



(6) Dada la forma cuadratica Q(z,y,2) = 22> + 2y? + 222 — 2axy + 2arz,
(a) Hallar la matriz asociada a Q.

(b) Estudiar su signo segun los valores de a.

(a) La matriz asociada a @) es

2 —a a
A=|-a 2 0
a 0 2
(b) Utilizamos el criterio de los menores principales:
D =2>0
Dy=4—a’>=(2—-a)(2+a)
2 —a a
Ds=|-a 2 0|=8-—4d?
a 0 2

Como D; > 0, la forma cuadrética @) no puede ser definida negativa. Para clasificar la forma cuadratica,
consideramos los siguientes casos,

e En primer lugar, consideramos la posibilidad de que Ds = 0. Esto ocurre cuando a’® = 2, por lo

que D3 =0 si y sélo si a = v/2 6 a = —v/2. En cualquiera de ambos casos tenemos,
D;=2>0
Dy=4—a*=2
D3 =0

y vemos que, en este caso, () es semidefinida positiva.

¢ En segundo lugar, consideramos la alternativa en que a? < 2, es decir —v/2 < a < v/2. En este
caso,

D =2>0
Dy=4-a>>2>0
D3y =8—4a®> >0

y la forma cuadrética es definida positiva.
e Finalmente si a® > 2, es decir a < —v/2 6 a > /2, tenemos que,

D;=2>0
Dy =4 —a® (el signo es irrelevante)
D3 =8—4a” <0

y la forma cuadratica es indefinida.



(7) Considera la funcién f(z,y) = —2zy* + 4z. Se pide,

(a)
(b)

Obtener los puntos criticos de f.

Clasificar los puntos criticos de f, obtenidos en el apartado anterior.

(a)

Los puntos criticos deben satisfacer la condicién necesaria de primer orden: el gradiente, V f(z,y), de f
o bien es el vector (0,0) o bien no existe. Haciendo las dos derivadas parciales obtenemos

Vi) = (e G = (22 +4,—4a)

e igualando a 0 quedan las ecuaciones,

22 +4 = 0
4y = 0
Es decir,
y» = 2
dzy = 0

de la primera ecuacién obtenemos y = ++/2 y, sustituyendo en la segunda obtenemos que z = 0, por lo
tanto los puntos criticos son (0,/2) y (0, —+/2). Dado que el gradiente existe siempre al tratarse de una
funcién polinémica, los puntos anteriores son todos los puntos criticos posibles.

Para clasificarlos, aplicamos la condicién suficiente de segundo orden. Para ello construimos la matriz

hessiana
_( 0 -4y
Hf(a?,y)— < _4y —4;[7 )

y estudiamos su signo sobre los dos puntos criticos. Asi obtenemos en el punto (0, \/5) que la matriz

hessiana queda
H £(0,V2) = ( . 2 )

Aplicando el criterio de los menores principales Dy = 0, Dy = |A| = —32 < 0 tenemos que H £(0,1/2) es
indefinida, luego se trata de un punto de inflexién.
Haciendo lo mismo en el punto (0, —y/2) la matriz hessiana queda

H £(0,~v2) = ( 13 e )

Aplicando el criterio de los menores principales D; = 0, D> = |A] = —32 < 0 tenemos que también es
indefinida, luego se trata de otro punto de inflexién.



(8) Considerar la funcién
3

x
f(ﬂlT,y,Z) = _E - 2y2 - 422
y el conjunto
A={ oy Tyt
=< (z,y,2) 1 — Zz==r.
() 2 Y 3
(a) Hallar las ecuaciones de Lagrange que determinan los extremos de f en A.
(b) Determinar los puntos que son solucién de las ecuaciones de Lagrange.
(c) De entre los puntos calculados en el apartado anterior, se sabe que uno de ellos corresponde a un méximo de
fen A (no es necesario demostrar esto). Determinar cudl de los puntos del apartado anterior corresponde
a un méiximo de f en A.

Solucién:
(a) El lagrangiano es

3 2 1
L(mayaz):_%_2y2—422+>\<%+y+z_§>

De aqui obtenemos las ecuaciones de Lagrange:

oL
% = —2? 4+ Az = 0;
oL
— = —Ady+A=0;
ay y + )
oL
— = —8z+A=0;
92 z+ ;
z? 4= 1
5 tytz=g.
(b) Podemos reescribir las ecuaciones de la forma siguiente
zx—A) = 0
_ 2
YT q
: = 2
= 3
z? s 1
5y tytz = ¢
De la primera ecuacién, deducimos que o bien £ = 0 o bien z = .
e Si z =0, entonces % + % = %, es decir, A = 1/3. Luego, obtenemos el punto
1 1 1
x =0, y—ﬁ, Z—ﬂ, =3
e Si z = A, entonces tenemos %2 + % + % = %, es decir, 4)%2 4+ 3\ — 1 = 0. Resolviendo esta ecuacién
obtenemos,
\ = -3+v9+16 _ 1 1
B 8 4
Sustituyendo estos valores de A, obtenemos las soluciones,
-1 -1
) x ) y 4 ) z 8
)= 1 1 1 1
T "t YT 1 T
Las soluciones son, por tanto, (0, 11—2, 21—4), (—1, _Tl, _Tl) y (%, 11—6, 31—2)
(c) Sustituyendo cada uno de los puntos en la funcién objetivo, obtenemos,
1 1 2 4 -1
f 07 T0 oA = T4 Ema — a0
12724 144 576 48
-1 -1 1 2 4 -2
f _17 o = T3 31z =1 — —57
47 8 3 16 64 48
f 11 1 B 1 2 4 13
4716 32 3-43 162 322 768"



