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(1) Considerar el siguiente sistema de ecuaciones lineales

3x� y + 2z =1

x+ 4y + z =b

2x� 5y + az =� 2

donde a y b son par�ametros.
(a) Clasi�car el sistema seg�un los valores de los par�ametros a y b.
(b) Resolver el sistema anterior para los valores de los par�ametros a y b en que es compatible indeterminado.

(a) La matriz asociada al sistema es AjB =

0
@ 3 �1 2 1

1 4 1 b

2 �5 a �2

1
A. Haciendo operaciones elementales con �las

obtenemos los siguientes sistemas equivalentes al original0
@ 1 4 1 b

3 �1 2 1
2 �5 a �2

1
A!

0
@ 1 4 1 b

0 �13 �1 1� 3b
0 �13 a� 2 �2� 2b

1
A!

0
@ 1 4 1 b

0 �13 �1 1� 3b
0 0 a� 1 b� 3

1
A

Y observamos que si a 6= 1 el sistema es compatible determinado, ya que en este caso rango(A) = rango(AjB) =
3.

Supongamos ahora que a = 1. En este caso rango(A) = 2. Si b 6= 3, entonces rango(AjB) = 3 y el sistema
es incompatible. Finalmente si a = 1 y b = 3, obtenemos que rango(A) = rango(AjB) = 2 y el sistema es
compatible indeterminado. Resumiendo, el sistema es:
� COMPATIBLE DETERMINADO: Si a 6= 1.
� COMPATIBLE INDETERMINADO: Si a = 1 y b = 3.
� INCOMPATIBLE: Si a = 1 y b 6= 3.
(b) En el apartado anterior hemos vemos visto que el sistema es compatible indeterminado si a = 1 y b = 3.

En este caso, el sistema original es equivalente al sistema

x+ 4y + z =3

�13y � z =� 8

Tomando y como par�ametro obtenemos z = 8� 13y, x = �5 + 9y.
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(2) Dada la matriz

A =

0
@ 1 0 0
�1 1 1
�1 0 2

1
A

(a) Calcular el polinomio caracter��stico y los valores propios.
(b) Determinar si la matriz A es diagonalizable.
(c) En caso de que la matriz A sea diagonalizable, calcular su forma diagonal y la matriz de paso.

(a) El polinomio caracter��stico es������
1� � 0 0
�1 1� � 1
�1 0 2� �

������ = (1� �)2(2� �)

Los valores propios son �1 = �2 = 1, �3 = 2.
(b) Como dimS(2) = 1, la matriz es diagonalizable si y s�olo si dimS(1) = 2. Calculamos los espacios de

vectores propios asociados al valor propio 1.
El subespacio S(1) de vectores propios asociados al valor propio �1 = �2 = 1 es el conjunto de soluciones

del sistema homog�eneo
�x+ z = 0

por lo que S(1) = f(x; y; x) : x; y 2 Rg =< (1; 0; 1); (0; 1; 0) >. Como dimS(1) = 2, la matriz es diagonalizable.
(c) Calculamos S(2), el subespacio de vectores propios asociados al valor propio �3 = 2. El sistema que lo

determina es
�x = 0

�x� y + z = 0

�

por lo que S(2) = f(0; y; y) : y 2 Rg =< (0; 1; 1) >. Por tanto, A = PDP�1 con

D =

0
@ 1 0 0

0 1 0
0 0 2

1
A ; P =

0
@ 1 0 0

0 1 1
1 0 1

1
A



(3) Dada la forma cuadr�atica Q(x; y; z) = 2x2 + ay2 + az2 � 2xy � 2xz + 2yz,
(a) Hallar la forma matricial de Q.
(b) Determinar para qu�e valores del par�ametro a la forma cuadr�atica Q es de�nida positiva.
(c) Determinar para qu�e valores del par�ametro a la forma cuadr�atica Q es inde�nida.

(a) La matriz asociada a Q es 0
@ 2 �1 �1

�1 a 1
�1 1 a

1
A

(b) Tenemos

D1 =2

D2 =

���� 2 �1
�1 a

���� = 2a� 1

D3 =

������
2 �1 �1

�1 a 1
�1 1 a

������ = 2a(a� 1)

Recordemos los siguientes resultados para formas cuadr�aticas asociadas a matrices sim�etricas de orden 3�3.

Resultado 1: Si D3 6= 0, entonces
� Q es de�nida positiva si y s�olo si D1; D2; D3 > 0.
� Q es de�nida negativa si y s�olo si D1 < 0, D2 > 0 y D3 > 0.
� En cualquier otro caso, Q es inde�nida.

Resultado 2: Si D1; D2 6= 0 y D3 = 0, entonces
� Q es semide�nida positiva si y s�olo si D1; D2 > 0.
� Q es semide�nida negativa si y s�olo si D1 < 0 y D2 > 0.
� En cualquier otro caso, Q es inde�nida.

Estudiamos el signo de los menores principales, seg�un los valores de a.

� Si a > 1, entonces D1 > 0, D2 > 0 y D3 > 0.
� Si a = 1, entonces D1 > 0, D2 > 0 y D3 = 0.
� Si 0 < a < 1, entonces D1 > 0, y D3 < 0.
� Si a � 0, entonces D1 > 0 y D2 < 0.

Por tanto,

(a) La forma cuadr�atica es de�nida positiva si y s�olo si a > 1.

(b) La forma cuadr�atica es inde�nida si y s�olo a < 1.



(4) Sea f : R4 �! R
3 la aplicaci�on lineal de�nida por

f(x; y; z; t) = (x+ 2y + 4z � t;�x+ y � z � 5t; 2x+ y + 5z + 4t)

(a) Hallar la matriz asociada a f respecto de las bases can�onicas de R4 y R3 . Calcular las dimensiones del
n�ucleo N(f) y de la Imagen Im(f).

(b) Expresar Im(f) como el conjunto de soluciones de un sistema de ecuaciones lineales independientes.
Calcular una base del n�ucleo N(f).

(a) La matriz de f respecto de las bases can�onicas es

A =

0
@ 1 2 4 �1
�1 1 �1 �5
2 1 5 4

1
A

Haciendo operaciones con �las observamos que

A =

0
@ 1 2 4 �1
�1 1 �1 �5
2 1 5 4

1
Ax

y

z

!

0
@1 2 4 �1
0 3 3 �6
0 �3 �3 6

1
Ax

x+ y

z � 2x
!

0
@1 2 4 �1
0 3 3 �6
0 0 0 0

1
Ax

x+ y

z � 2x+ (x+ y) = z � x+ y

por lo que rango(A) = 2. Recordando que dim(Im(f)) = rango(A) y que 4 = dim(Im(f))+dim(ker(f)), vemos
que dim(Im(f)) = dim(ker(f)) = 2.

(b)Del apartado anterior obtenemos que

Im(f) = f(x; y; z) 2 R3 : z � x+ y = 0g

Las columnas de A son un sistema generador de Im(f) el cual,por el apartado anterior, tiene dimensi�on 2.
Como base podemos tomar las dos primeras columnas f(1;�1; 2); (2; 1; 1)g. Alternativamente, observando las
ecuaciones anteriores de Im(f), vemos que el conjunto f(1; 0; 1); (1; 1; 0)g tambi�en es base de Im(f).

El n�ucleo es el conjunto de puntos de R4 que son soluci�on del sistema homog�eneo siguiente

x+ 2y + 4z � t = 0

�x+ y � z � 5t = 0

2x+ y + 5z + 4t = 0

Es su�ciente tomar las dos primeras ecuaciones (hemos visto que rango(A) = 2). Resolviendo el sistema
obtenemos x = �2z � 3t, y = �z + 2t, por lo que

ker(f) = f(�2z � 3t;�z + 2t; z; t) 2 R4 : z; t 2 Rg =< (�2;�1; 1; 0); (�3; 2; 0; 1)>



(5) Sea A = f(x; y) 2 R2 : x+ 2y � 6; x � 0; y � 0g.
(a) Dibujar el conjunto A, su frontera y su interior. >Es A acotado? >Es compacto?
(b) Dibujar las curvas de nivel de f(x; y) = y � x2.
(c) Enunciar el Teorema de Weierstrass. Utilizando las curvas de nivel, hallar el m�aximo y el m��nimo de f

en A.

(a) El conjunto A, la frontera y el interior son

A3

6

int(A)3

6

@A3

6

El conjunto A es cerrado (ya que @A � A ) y acotado, por lo que es compacto.

(b) Las curvas de nivel
y � x2 = C

son las par�abolas
y = c+ x2

con v�ertice en el punto (0; C). Gr�a�camente,

6

El vector indica la direcci�on en la que la funci�on crece.

(c) Teorema de Weierstrass: Una funci�on que es continua en un conjunto compacto alcanza un valor m�aximo
y un valor m��nimo sobre ese conjunto.

Utilizando las curvas de nivel y teniendo en cuenta el sentido en el que la funci�on crece,

A
3

6

6

vemos que el m�aximo se alcanza en el punto (0; 3) y el m��nimo en el punto (6; 0).



(6) (a) Escribe la de�nici�on de funci�on convexa f : Rn ! R. Escribe la de�nici�on de funci�on estrictamente
convexa f : Rn ! R.

(b) Sea f : Rn ! R una funci�on de varias variables. Suponiendo que las derivadas parciales existen y son
continuas, enuncia las condiciones su�cientes (en t�erminos del hessiano de f) para que la funci�on f sea
estrictamente convexa.

(c) Determinar si la funci�on f(x; y) = �x2 + 4xy � 5y2 es c�oncava o convexa.

(c) El Hessiano de f es

Hf(x; y) =

�
�2 4
4 �10

�

Como D1 = �2 < 0 y D2 = 4 > 0, vemos que Hf(x; y) es de�nido negativo en todos los puntos de R2 por lo
que la funci�on es (estrictamente) c�oncava en todo R2 .



(7) Dada la funci�on f(x; y) = xyex
2

,
(a) Calcula el polinomio de Taylor de orden dos de f en torno al punto (0; 1).

(b) Utilizando el apartado anterior, calcula razonadamente une aproximaci�on del valor de e(0:2)
2

.

(a) Observamos que

f(0; 1) = 0

@f

@x
(0; 1) =

�
yex

2

+ 2x2yex
2
����

x=0;y=1
=
�
2x2 + 1

�
yex

2

���
x=0;y=1

= 1

@f

@y
(0; 1) =

�
xex

2
����

x=0;y=1
= 0

@2f

@x2
(0; 1) =

�
4xyex

2

+ 2xy(2x2 + 1)ex
2
����

x=0;y=1
= 0

@2f

@x@y
(0; 1) =

@2f

@y@x
(0; 1) =

�
(2x2 + 1)ex

2
����

x=0;y=1
= 1

@2f

@y2
(0; 1) = 0

Por lo que el polinomio de Taylor es

P2(x; y) = x+ x(y � 1) = xy

(b) Tenemos que
f(002; 1) � P2(0

02; 1) = 002

luego como

f(002; 1) = 002 � e(0
02)2

concluimos que

e(0
02)2 =

f(002; 1)

002
�

002

002
= 1



(8) Considerar la funci�on f(x; y) = x+ y + z y el conjunto A = f(x; y; z) 2 R3 : x2 + 2y2 + 4z2 = 7g.
(a) Hallar las ecuaciones de Lagrange que determinan los extremos de f en A.
(b) Determinar los puntos que satisfacen las ecuaciones de Lagrange y clasi�car los extremos de f en A.

(a) El lagrangiano del problema de maximizaci�on es

L = x+ y + z + �(7� x2 � 2y2 � 4z2)

Por tanto, las ecuaciones de Lagrange son

@L

@x
= 1� 2�x = 0

@L

@y
= 1� 4�y = 0

@L

@z
= 1� 8�z = 0

x2 + y2 + z2 = 9

(b) Vemos que � 6= 0. Adem�as, obtenemos que

�x = 2�y = 4�z

Simpli�cando,
x = 2y = 4z

y sustituyendo en la �ultima ecuaci�on obtenemos 28z2 = 7, es decir z = � 1
2 . Por tanto, los puntos cr��ticos son

(2; 1;
1

2
); (�2;�1;�

1

2
)

Sustituyendo en la funci�on objetivo vemos inmediatamente que

f(2; 1;
1

2
) = 7

2

f(�2;�1;�
1

2
) = � 7

2

Luego f alcanza un m�aximo en el punto (2; 1; 12 ) y un m��nimo en el punto (�2;�1;� 1
2 ).


