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(1) Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales

r+y+az = b
r+ay+z = 1
ax+y+z = 1
donde a,b € R son pardmetros.
(a) Clasifique el sistema segun los valores de a y b.
(b) Resuelva el sistema anterior para el caso en que a =b = —2.
Solucién:
(a) La matriz ampliada del sistema es
1 1 a| b
1 a 1|1
a 1 1|1
Haciendo operaciones elementales por filas, obtenemos los siguientes sistemas equivalentes
1 1 a b 1 1 a b
0 a—1 1-—a 1-b — 0 a—1 1—a 1-5
0 1—-a 1—a®| 1—ab 0 0 2—a?—a | 2—ab—»

Por el Teorema de Rouché-Frobenius, el sistema es compatible determinado si y sélo si (1 —a)(a?+
a—2) # 0. Como las raices de a®>+a—2son a = —2 y a = 1, el sistema es compatible determinado
siysolosia# —2ya#1.

1 1 -2 b
Sia = —2, el sistema original es equivalente al sistema cuya matriz ampliadaes [ 0 —3 3 1-0
0o 0 0 2+4+b
que es compatible indeterminado si b = —2 e incompatible si b # —2.
1 11 b
Sia = 1, el sistema original es equivalente al sistema cuya matriz ampliadaes | 0 0 0 1-b
0 0 0| 2(1-b)
que es compatible indeterminado si b = 1 e incompatible si b # 1. En resumen,
Sia#—-2ya#1 el sistema es compatible determinado,
Si(a=-26a=1)yb=a elsistema es compatible indeterminado,
En todos los demas casos el sistema es incompatible.
(b) Sustituyendo a = b = —2 en el apartado anterior vemos que el sistema es equivalente al sistema
1 1 —-2] =2
cuya matriz asociada es 0 -3 3 3 | es decir es equivalente al sistema
0o 0 O 0
rTH+y—2z = -2
—y+=z = 1

Elegimos el parametro z y vemos que la solucién es

r=z—-1, y=2-1, zeR



(2) Se considera la ecuacion xy — e*y + za? = 0.
(a) Justifique, aplicando el teorema de la funcion implicita, que la ecuacidn anterior define a z como
una funcion de x ey en un entorno del punto (1,2,0).
0z 0%z
(1,2).

(b) Obtenga %(1,2) Y 52

Solucion:

(a) Llamando f(z,y,2) = vy — e®**y + z2? a la funcién que define la tnica restriccién tenemos que
e Al estar f definida por funciones elementales (polindmicas y exponencial), se satisface la
condicién de ser C*
o Si sustituimos el punto en la ecuacion, esta se satisface 1-2 —e29-.24+0-12=0
e Calculando el determinante de la matriz (en este caso una matriz 1 x 1) de las derivadas
parciales respecto de la variable dependiente queda
of

_ 2z 2 —_
E(1,2,0) = 2y 41 ym,y:wzo =-3#40

(b) Para obtener las derivadas parciales podemos derivar directamente respecto de x en la ecuacion y

queda

0z 0z
y— €20 (2, y)y + o (2,9)2% + 222 = 0

sustituyendo los valores (1,2,0)
0z 0z
2—-4—(1,2 —(1,2) =0
E,2)+ 5-(1,2)

y despejando % (1,2)

Para obtener la derivada parcial de orden dos volvemos a derivar respecto de x y obtenemos:

_2

w

0z 0z 0%z 0%z 0z
_ 22077 hded 2z~ g 2
2y(e 25— (2, y) 5 (2, y) + e o (@,9)) + 55 (@,y)2” +

sustituyendo los valores (1,2,0) y %(1, 2) = % queda

2 2 . 2, —
—4(8 +92(1,2)) + 95(1,2) + 2 + 2 = 0 y despejando 95(1,2) = 32

0z
. (z,y)2x + 2(%@7 y)xr+2)=0



(3) Considere el problema de optimizacion siguiente
max(min) (z +y)?
s.a. 202 +y? =4

(a) FEscriba y resuelva las ecuaciones de Lagrange.
(b) Caracterice las soluciones obtenidas en el apartado anterior.

Solucién:
(a) El lagrangiano asociado al problema de maximizacion es

L=(z+y)?+A4-22%—y?

de donde obtenemos las ecuaciones de Lagrange,

oL

oL
2 —_— 2 20 —2 y =0
(2) 9y T+ 2y — 2\y
(3) 2% 4 9% =4

De las ecuaciones (1) y (2) obtenemos que A(2z —y) = 0. Si A = 0, obtenemos de (1) que y = —z

y sustituyendo en (3) obtenemos las soluciones

T =

= e 5 5 v 2

Si y = 2z, de la ecuacién (3) otenemos 2% = 2/3. Las soluciones son (el valor de )\ se obtiene

sustituyendo los valores de x e y en las ecuaciones 1y 2)

2 2 2
e=\grmnfiasg emffmayias

(b) Vemos que la ecuacion 222 + y? = 4 implica que 22 < 2, y?> < 4. Por lo tanto, el conjunto A =
{(z,y) € R? : 222 4+ y? = 4} est4 acotado. Ademas es cerrado porque la funcion f(z,y) = 222 + 2
es continua. Deducimos que el conjunto A (que, por otra parte, es una elipse) es compacto. Como
la funcién f(z,y) = (z +y)? es continua en A, alcanza un maximo y un minimo en A. Calculando
los valores de f en los puntos soluciones de las ecuaciones de Lagrange, vemos que en los puntos

33 + (53

se alcanza el valor minimo. Y en los puntos

() (o)

se alcanza el valor maximo.



(4) Se considera la funcion f(x,y,z) = 2ax® + 4y® + 2% + 8xy + 2yz, donde a € R.

(a)
(b)

Determine qué valores debe tomar a para que la funcion f sea convera en R3.
Para a > 3, halle los puntos criticos de [ y clasifiquelos en extremos locales y/o globales.

Solucién: El gradiente de la funcion f es Vf(z,y, z) = (dax + 8y, 8y + 8= + 22,2z + 2y) y la matriz
Hessiana de f es

(a)

4a 8 0
Hf(z,y,2) = 8 8 2
0o 2 2

Los menores principales son Dy = 4a, Dy = 32(a — 2), D3 = 16(3a — 8). Vemos que D3 > 0 si
y sOlo si a > 8/3. Para los valores de a que satisfacen esta desigualdad, también se verifica que
Dy > 0y Dy > 0. Por lo tanto, si a > 8/3, la matriz H f(x,y, z) es definida positiva para todo
(r,y,2) € R®y f es estrictamente convexa en R3.

Por otra parte, D1 < 0siysolosia <0y Dy >0siysolosia>2. Porlotanto, H f(z,y, 2) no
es definida negativa para ningun valor de a. La funcién no puede ser concava.

Para a = 8/3, la matriz H f(z,vy, 2) es semidefinida positiva para todo (z,y, 2) € R3. Por lo tanto,
la funcién es convexa en R?® cuando a = 8/3. Por otra parte, f(3t,—4t,4t) = 0 para todo t € R.
Es decir, f se anula a lo largo de la recta {(3t,—4t,4t) : t € R}. Por lo tanto, para a = 8/3, la
funcién f es convexa, pero no estrictamente convexa.

Para a > 3, la funcion es estrictamente convexa. Los puntos criticos son la solucién del sistema
lineal

Vi(r,y,2) =4dax+8y =0, 8y+8x+2:=0, 22+4+2y=0
cuyo determinante es D3 # 0. Por lo tanto, hay una tnica solucion x = y = z = 0. El tnico punto
critico es (0,0,0). Como la funcién es convexa, se trata de un minimo global de f en R3.



(5) Considere el problema de optimizacion siguiente

max 2% + 4y
s.a. 2z +2y <1
z,y >0

(a) Halle las ecuaciones de Kuhn-Tucker asociadas al problema de optimizacion anterior.
(b) Determine los puntos que verifican las ecuaciones de Kuhn-Tucker del apartado anterior.

Solucién:
(a) El lagrangiano asociado al problema de maximizacion es

L= +4y 4+ M1 — 22 — 2y) + px + oy

de donde obtenemos las ecuaciones de Kuhn—Tucker,

8—L: 20 =22+ pu=0
ox
8—L: 4—-2X+6=0
Ay
A1l—-22—-2y)=0
px =0
oy=0
20 +2y <1
z,y >0
A, 0 >0

(b) La ecuacion 2A = 4 + 4, junto con ¢ > 0, implica que A > 2. Por lo tanto,

204+ 2y =1
Si p =0, la ecuacion 2x — 2A + p = 0 implica que © = A > 2. Pero, entonces 2y =1 — 2z < —3.

Por lo tanto, u # 0 y « = 0. A partir de ahi, obtenemos que y = 1/2,§ =0, A =2, u = 4. La
solucién es

El valor méaximo es



