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(1) Sea el conjunto A = {(z,y) € R*: |Jy| < 2%, x>0}
(a) Dibuje el conjunto A, su frontera y su interior, y discuta si A es un conjunto abierto, cerrado,
acotado, compacto y/o convezxo, razonando las respuestas.
(b) Considere la funcion f(x,y) = x +y>. Determine si esta funcién alcanza un mdzimo en A. ;Y un
minimo? En caso afirmativo, determine el/los punto(s) extremos de f en A.

Solucioén:
(a) La desigualdad |y| < 2% es equivalente a —2? < y < 22. El conjunto A puede escribirse como

A={(r,y) €eR?: -2 <y < 2% 2 >0} Larepresentacion gréfica es
Y

y2 = x2
A
X
La frontera y el interior estan representados en las siguientes figuras
Y Y,
y2= x2
...... "o
.............. A
................... X
y=-x?

Como 9(A) C A, el conjunto A es cerrado. No es abierto ya que el interior de A no coincide con A.
El conjunto no es acotado ya que contiene todos los puntos de la forma (n,0) paran =1,2,.... El
conjunto no es convexo porque los puntos p = (0,0) y ¢ = (1, 1) pertenecen a A pero la combinacion

convexa. 1 1 1 1
= — —q = _-, = A
(z,y) 5P+ 54 (2,2> ¢

1\? 1
2— —_ =
fc—<2)<2 |yl

(b) Las curvas de nivel de la funciéon f son curvas de la form z = C —y? con C' € R. La representacion

grafica para diferentes valores de C es la siguiente (las flecha indica la direccion en la que el valor
de f crece al aumentar el valor de C)

ya que

Y
y2= x2
"\»\\
B
A
X
%
y=-x?

Graficamente, vemos que el valor minimo de f se alcanza en el punto (0,0) € y que f no alcanza
un valor maximo en A.



(2) Considere el siguiente sistema de ecuaciones

P 4+3r—y—t? = 3
Iny+z—22 = 0

(a) Pruebe que este sistema de ecuaciones determina a y, z como funciones diferenciables de x y t en

un entorno del punto (z,y,z,t) = (1,1,1,0).

(b) Sea y(z,t) la funcion cuya ezistencia se ha determinado en el apartado anterior. Escriba la

ecuacion del plano tangente a la grifica de y en el punto (z,t;y(x,t)) = (1,0;1).

Solucioén:
(a) Consideremos las funciones

fl(x7yvzat)zz3+3x_y_t2_3

fZ(xvyvzat) = 1ny+x_22

Estas funciones son de clase C'. Ademés se comprueba facilmente que el punto ((1,1,1,0) es una
solucion del sistema

f1(1,1,1,0) = f2(1,1,1,0) =0
Ahora comprobamos que

A(f1, f2) (1 327 ) (—1 3 )
21 72/(1,1,1,0) = det = det =—1+#0
8(?:/7 Z) ( ) v —2z rz=1,y=1,2=1,t=0 1 —2 ;é

Yy
por lo que se verifican las hipotesis del Teorema de la Funcion implicita y podemos despejar las
variables y, z como funciones diferenciables de z y ¢ en un entorno del punto (z,y, z,t) = (1,1, 1,0).

Derivamos el sistema respecto a x

20z [} _
Vi toE T
5% + 1-— 22@ = 0
Ahora sustituimos z =1, y =1, 2 = 1, ¢t = 0, con lo que obtenemos
392(1,0) +3 - 2£(1,0) = 0
(1,00 +1-22%(1,0) = 0
Resolviendo este sistema, obtenemos
oy 0z
—(1,0)=-9, —(1,0)=—-4
8:17( ,0) ’ ax( 0)
Derivamos el sistema respecto a t
29 9 —
Ahora sustituimos x =1, y =1, 2 = 1, t = 0, con lo que obtenemos
oz o _
{952 -8
Resolviendo este sistema, obtenemos
oy 0z
—(1,0) =0, —(1,0)=0
at( ) ) ) at( k) )
La ecuacion del plano tangente a la grafica de y en el punto (z,t;y(z,t)) = (1,0;1) es
dy dy
=y(1,0)+ =(1,0)(z — 1)+ =(1,0)(t —0)=1—-9(x — 1
y=y(1L,0)+ 52 (1,0~ 1)+ (1,0t~ 0) =1 -9z ~ 1)



(3) Suponga que una empresa monopolista produce tres tipos de productos, cuyas demandas inversas vienen
dadas por

p1 =45 —4q
P2 =29 — 3¢z
p3 =21 —2¢3

donde q1, q2 y q3 son las cantidades demandadas y p1, p2 y p3 son los precios respectivos. La funcion
de costes es C(Q) =20 +5Q + Q2 con Q = q1 + ¢2 + q3.

(a)

(b)

Escriba la funcion de beneficios netos B(q1,q2,q3) (es decir, ingresos menos costes) en funcion
de las cantidades demandadas. Determine si la la funcion de beneficios B(q1,q2,qe) es concava o
conveza.

Determine los niveles de demanda q1, g2 y q3 que mazimizan el beneficio. Justifique que las
cantidades obtenidas son un mdximo global de la funcion B(q1,q2,qe)-

Solucioén:

(a)

La funcién de beneficios viene dada por

B(q1,q2:q¢) = q1(45 — 4q1) + ¢2(29 — 3¢2) + ¢3(21 — 2g3) — (20 + 5(q1 + q2 + g3) + (@1 + q2 + g3)?)

= 40qy + 24q2 + 163 — 5¢7 — 443 — 3¢5 — 2q1q2 — 2q193 — 2q2q3 — 20

Para determinar si la la funcién de beneficios B(q1, g2, q.) €s concava o convexa, calculamos su
matriz Hessiana

-10 -2 -2
HB(qlaq27Q€) = -2 -8 -2
-2 -2 -6
Los menores principales son
10 -2 -10 -2 =2
di=-10<0, Dy= =76>0, D3=| -2 -8 -2 |=-400<0
-2 -8 -2 -2 -6

Vemos que la matriz Hessiana es definida negativa. Por lo tanto la funcién de beneficios es estri-
camente coéoncava en todo R3.

Para obtener el/los extremos se identifican los puntos criticos, es decir, los puntos para los cuales
VB(q1,92,49.) = (0,0,0). Dado que la funcién de beneficios es derivable en todo su dominio, no
hay mas puntos criticos que los que hacen cero el gradiente.

0B
7 = —10¢1 —2¢2 —2¢3+40=0
oq
0B
- = —8QQ—2(]1—2(]3+24:O
g2
0B
Jq3
La solucién de este sistema es
86 48 22
= — ~3.44 = —=~1.92 = —=0.
N =5 3.44,  qo 5% 92, g¢s3 5% 0.83

Como la funcién de beneficios es céncava en todo R3, el punto critico corresponde a un maximo
global de B.



(4) Considere la funcion f(z,y, z) = 3ax?® + axz + aby? + 3az* con a,b € R.
(a) Determine los valores de a,b € R para los que la funcion f es conveza.
(b) Determine los valores de a,b € R para los que la funcion [ es concava.

Solucioén: El gradiente de la funciéon f es
Vi(z,y,z) = (6ax + az,2aby, ax + 6az)

y la matriz Hessiana es

6a O a
H f(z,y,2) = 0 2ab 0
a 0 ©6a
Los menores principales son
6a 0 6a O a
D, =6a, D= =12a*h, Ds=| 0 2ab 0 |=70a%
0 2ab
a 0 6a

(a) Si Hf(x,y,2) es definida positiva en todo R?, entonces la funciéon f es convexa. Esto puede
garantizarse si Dy, Do, D3 > 0. En vista de los célculos anteriores esto es equivalente a

6a >0, 12a%b>0, 70a%b>0

por lo tanto, es suficiente que a > 0, b > 0.

(b) Si Hf(z,y,2) es definida negativa en todo R?, entonces la funcién f es céncava. Esto puede
garantizarse si D; < 0, Dy > 0, D3 < 0. En vista de los calculos anteriores esto es equivalente a

6a <0, 12a’b>0, T70a®b<0

La primera desigualdad implica que a < 0 y la segunda implica que b > 0. Y suponiendo que a < 0
y que b > 0, la tercera desigualdad se verifica. Por lo tanto, es suficiente que a < 0y b > 0.



(5) Considere el problema de optimizar la funcion f(x,y) = 22 — 62z +y> + 9 en el conjunto A = {(x,y) €
R?: 22 +¢2 < 4}.
(a) Justifique que la funcion f alcanza extremos globales en el conjunto A. Halle las ecuaciones de
Kuhn-Tucker que determinan los extremos de [ en A.
(b) Determine los puntos que satisfacen las ecuaciones de Kuhn-Tucker. Determine en qué punto(s)
la funcion f alcanza el valor mdzimo en A y en cudl(es) alcanza el valor minimo.
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Solucion:

(a) Como la region factible es un conjunto compacto, y f es continua, por el Teorema de Weierstrass,
f alcanza extremos globales en esa region. Si queremos calcular los maximos de f, el Lagrangiano
es

L=24+9*—6x+9+\4—2%—1?
Las ecuaciones de Kuhn-Tucker correspondientes a este problema son:

20—6—-2X\ = 0
20 —2\y = 0
Ma—22—y?) = 0
A >0

249y < 4

Para calcular los minimos de f, el Lagrangiano es
L=—2%—9?+62—9+\4—2°—¢%

Las ecuaciones de Kuhn-Tucker correspondientes a este problema son:

—2x4+6-2\xz = 0
—2y—2\xy = 0
Ma—22—y*) = 0
A >0

2?49y < 4

(b) Primero, calculamos los maximos de f en A. Podemos escribir las ecuaciones de Kuhn-Tucker
correspondientes al problema de maximizacién como
z(1-XA) =
y(1=2)
A4 —2? —y?)
A
22+
De la ecuacion (1) deducimos que = # 0y A # 1. Luego, de ecuacion (2) deducimos que y = 0.
Si A = 0, entonces de la ecuacion (1) obtenemos que = 3. Pero entonces la ecuacion (5) no es
posible. Concluimos que XA # 0 y, por lo tanto 22 = z? + y?> = 4. Obtenemos que z = +2. Pero
si x = 2, de la ecuacion (1) obtenemos que A = —1/2 que contradice la ecuacion (4). Concluimos
que el valor méximo se alcanza en x = —2, y = 0. El valor correspondiente de A es A = 5/2.

Ahora calculamos los minimos de f en A. Podemos escribir las ecuaciones de Kuhn-Tucker corre-
spondientes al problema de minimizaciéon de la siguiente manera,

= O O O W

IN IV

z(1+X) = 3

y1+X) = 0

Ma—z2—9y*) =0

A >0

49 < 4
Igual que antes, de la ecuaciéon (6) deducimos que z # 0 y A # 1. Luego, de ecuacion (7)
deducimos que y = 0. Si A = 0, entonces de la ecuacién (6) obtenemos que x = —3. Pero entonces
la ecuacion (10) no es posible. Concluimos que A # 0 y, por lo tanto 2% = 22 +y? = 4. Obtenemos
que x = 2. Pero si x = —2, de la ecuaciéon (6) obtenemos que A = —5/2 que contradice la

ecuacion (9). Concluimos que el valor minimo se alcanza en x = 2, y = 0. El valor correspondiente
de Aes A =1/2.



