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(1) Sea el conjunto A = {(x,y) €eR?: 2% +4y> <2, y>a?},
(a) Dibuje el conjunto A, su frontera y su interior, y discuta si A es un conjunto abierto, cerrado,
acotado, compacto y/o convezxo, razonando las respuestas.
(b) Considere la funcion

si (z,y) = (0,1).

Determine si esta funcion alcanza un mdzimo en A. ;Y un minimo?

f(a:,y) = {W st (w,y) 7é (071)7

Solucién:
(a) El conjunto B = {(z,y) € R? : 22 + y?> < 2, } es un disco de radio v/2 y centro (0,0). El conjunto
C = {(x,y) € R? : y > 22} es una parabola. Ademas A = BN C. Gréficamente,

La frontera y el interior estédn representados en la figura siguiente

X2 + y2=2

x2+ y2 = JA

y2 = x2

Como 9(A) C A, el conjunto A es cerrado. El conjunto es acotado, ya que esta contenido en
B = {(x,y) € R? : 22 + y?> < 2,} el disco de radio v/2 y centro (0,0). Los conjuntos B y C son
convexos. Por lo tanto, A = B N C también es convexo.

(b) lim(, ) —(0,1) f(7,y) =00y (0,1) € A. Por lo tanto, f(x,y) no puede alcanzar un maximo absoluto
en A. Por otra parte, observamos que f(z,y) > 0 para todo (z,y) € Ay que f(0,1) = 0. Por lo
tanto, el punto (0,1) es un minimo global de f en A.



(2) Considere el siguiente sistema de ecuaciones

(a)
(b)

a2 = 4
eV l4p—22 = 0

Pruebe que este sistema de ecuaciones determina a y, z como funciones diferenciables de x en un
entorno del punto (3,1,2).
Sean y(x), z(x) las funciones halladas en el apartado anterior. Calcule las derivadas y'(3) y 2'(3).

Solucién:

(a)

Consideremos las funciones
fi=y"+2" —a® +4
fo=ev"l 4o —22
Estas funciones son de clase C'. Ademés se comprueba facilmente que el punto (3,1,2) es una
solucién del sistema
f1(37 1a2) = f2(37172) =0
Ahora comprobamos que

A(f1, f2) 2y 2z 2 4
—=(3,1,2) = = =—12
a(yv Z) <3’ 7 ) det ey71 —2z r=3,y=1,2=2 det L -4 ;é !

Por lo que se verifican las hipotesis del Teorema de la Funcion implicita.
Derivamos el sistema respecto a x

2uy' + 222/ —2x = 0
yeVl4+1-222" = 0

Ahora sustituimos x = 3, y = 1, z = 2 con lo que obtenemos

{ 2/ (3) + 42'(3) — 6 0
y'(3)+1—42'(3) 0

de donde obtenemos 5 5
riay 2 riay — 2
Y@ =2 JB)=1



(3) Considere la funcion

(a)
(b)

flz,y) =2 —y? — 22y — 2°

Determine el mayor conjunto abierto y convezo S de R? donde la funcidn f es céncava.
Estudie si f alcanza extremos globales en el conjunto S del apartado anterior.

Solucién:

(a)

El gradiente de f es
Vf= (2 — 2y — 322, -2y — 22)

La matriz Hessiana de f es
2—6zx -2
w78 3

f es concava para los valores de = e y que hacen el hessiano definido negativo o semidefinido
negativo. Para determinar esto iltimo calculamos sus menores,

Dy =2—6z, Dy=127—8
Luego f es concava si y solo si D1 < 0y Dy > 0, es decir, si y sélosi x > 1/3y 2 > 8/12 =2/3.
Como 2/3 > 1/3, es suficiente la segunda solucion. Asi, f es concava en el conjutno
S ={(z,y): x> 2/3}

La funcion f es diferenciable. Los puntos criticos de f son las soluciones de Vf = (0,0), o
equivalentemente

20 — 2y —32% =0

—z—y=0
cuyas soluciones son
(z,y) = (0,0), (z,y) =(4/3,-4/3)

El punto (0,0) no esta en S. El punto (4/3,—4/3) si estd en S. Este conjunto es convexo y f es

concava en S. Por lo tanto, (4/3,—4/3) es un maximo global de f en S. No hay minimo, ni local
ni global, en S.



(4) Considere la funcion
fla,y) = a® +y° - 2ay
y el conjunto
A={(x,y) e R*: 2? +¢y* =2}
(a) Halle las ecuaciones de Lagrange que determinan los extremos de [ en A.
(b) Determine los extremos globales de f en A, especificando si son mdzimos o minimos.

Solucién:
(a) El Lagrangiano es
L(z,y,\) = 2> + y* — 22y — Aa? + y* - 2)
por lo que las ecuaciones de Lagrange son
20 — 2y —2zA =0
2y —2x —2yA =0
2+t =2
(b) En primer lugar simplificamos las ecuaciones a
(1-Nz=y
I-XNy==
2 4 y2 =2
De las dos primeras ecuaciones vemos que
1-Ny=y
Pero y = 0 no puede ser solucién porque si sustuimos y = 0 en la segunda ecuacién se obtiene que
x = 0 y estos valores no verifican la tercera ecuacién. Concluimos que (1 — \)2 = 1 por lo que
los valores posibles de A son 0 y 2. Si A = 0, obtenemos las soluciones (1,1),(—1,—1). Si A = 2,

obtenemos las soluciones (1, —1), (—1,1).
La matriz Hessiana de L es

2—-2\ =2
w270, 75,)
Vemos que
2 =2 -2 =2
o= (2, ) uesa=( 3 )

En ningtn caso es definida por lo que las condiciones de segundo orden no son informativas. En
los puntos (1,1) y (=1, —1) tenemos que
V(@? +y° = 2)lomy=1 = (22,29)|s=y=1 = (2,2),  V(2? +y° = 2)|omy=—1 = (22, 2))|omy=—1 = —(2,2)
por lo que
TayM =T1 1) = {(v1,v2) = (2,2) - (v1,v2) =0} = {(t, —t) =t € R}

Obtenemos la forma cuadratica

o 7))

que es definida positiva, por lo que los puntos (1,1),(—1, —1) son minimos globales.
En los puntos (—1,1) y (1,—1) tenemos que

TanyM =Ta, 1y = {(vi,v2) = (=2,2) - (v1,v2) = 0} = {(t,t) =t € R}

Obtenemos la forma cuadratica

(3 ) ()

que es definida negativa, por lo que los puntos (—1,1), (1,—1) son maximos globales.

Una manera alternativa de clasificar los puntos criticos es la siguiente. El conjunto A es compacto
y la funcién f es continua. Por el Teorema de Weierstrass, f alcanzan un maximo y un minimo
globales en A. Estos puntos extremos deben de satisfacer las ecuaciones de Lagrange. Calculando
el valor de f en estos puntos vemos que

f(171):f(_1_71):0a f(_lal):f(1_71):4
por lo que en los puntos (1,1) y (—1—,1) se alcanza un minimo global y en los puntos (—1,1) y
(1—,1) se alcanza un méximo global.



(5) Considere el problema de mazimizacion siguiente

max 22 +yi4+y—1
zy

s.a. T2 +y2 <1

(a) Halle las ecuaciones de Kuhn-Tucker que determinan los extremos de f en A.
(b) Determine los puntos que satisfacen las ecuaciones de Kuhn-Tucker.

Solucién:

(a) La funcion 22 + 32 +y — 1 es continua y el conjunto {2? + 3> < 1} es compacto. Por el Teorema
de Weierstrass existe un maximo y un minimo global. Las funciones 22 + 4% +y — 1y 22 +y? — 1
son de clase C*° y se verifica la condicién de regularidad. El Lagrangiano del problema es

L=x?+y* +y—1+ N1 —-2%—y?)
y las ecuaciones de Kuhn-Tucker son
oL

oL
=2y+1-2\y=0

ox
Mz2+y*—1)=0
?+y? <1
A>0
(b) Si A\ =0, entonces x = 0 (por la ecuacion 1), y = —1/2) (por la ecuacion 2). Obtenemos la solucion
xr=0,y=-1/2), A=0

Si A # 0, entonces 2 + y? — 1 = 0. La ecuacion 1 se puede escribir como z(1 — X)) =0. Siz =0
entonces y = +1. Si y = 1, de la la ecuacion 2 vemos que A = 3/2 y obtenemos la solucion

3
x ) y 9 2
Siy = —1, de la la ecuacion 2 vemos que A = 1/2 y obtenemos la solucion
1
x ) y ) 2

Finalmente, si A = 1, de la ecuacién 2 obtenemos que 2y + 1 — 2y = 0, lo cual es imposible.
Concluimos que las soluciones de las ecuaciones de Kuhn-Tucker son los puntos

xr=0,y=-1/2), A=0

3
z=0,y=1, 5
1
z=0,y ; 5
Como 5
f(Oa_1/2) = 4’ f(ov 1) = 17 f(oa_l) =-1

el minimo global se alcanza en el punto (0, —1/2) y el méximo global se alcanza en el punto (0, 1).
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