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(1) Considerar el siguiente sistema de ecuaciones lineales

r+ 3y + 2z =1
3r+y+2z=b
r+y+az=2b

donde a,b € R son un pardmetros.
(a) Clasificar el sistema segun los valores de a y b.
(b) Resolver el sistema anterior para los valores a =1y b= 1/7.

(a) Calculamos en primer lugar los rangos de la matriz del sistema y el de la ampliada,
realizando operaciones elementales.

13 2|1 1 3 2 1
(AB)=(312|b |~|0 -8 —4 | -3+b
11 al2b 0 —2 —2+4a|-1+2b
1 3 2 1 1 3 2 1
~1 0 =2 24a|-1+20 |~ 0 =2 —2+a|—-1+2
0 -8 —4 | —3+b 0 0 4—4a| 1—7b

El rango de A es 2 siy s6lo si a = 1. Cuando a = 1 el rango de la matriz ampliada es 3,
sib#1/7y 2sib=1/7. En resumen, el sistema es
e Compatible determinado si a # 1.
e Compatible indeterminado sia =1y b= 1/7.
e Incompatible sia =1y b # 1/7.
(b) Sustituyendo a = 1y b = 1/7, vemos que el sistema original es equivalente al siguiente
sistema,

T+ 3y + 2z =1
—2y—z=—-5/7
Tomando y como pardametro, se obtiene x =y — 3/7, 2 =5/7 — 2y con y € R.



(2) Dada la matriz

2 3 3
A=1 0 -1 -2
0 0 1

Halla el polinomio caracteristico y los valores propios (o autovalores).

(a
(b) Halla una base de vectores propios (o autovectores) de la matriz A.

)
)

c¢) Calcula A'Y. (Para facilitar los cdlculos, utilizar que 2!9 = 1024.)
)

(

(a) El polinomio caracteristico es —(A + 1)(A — 1)(A — 2). Los valores propios son A\; = —1,
)\2 =1 y /\3 =2

(b) Facilmente se calcula

S(—1) =< (-1,1,0) >
S(1) =< (0,-1,1) >
S(2) =< (1,0,0) >
Por lo tanto, la forma diagonal, D y la matriz cambio de base, P, son
-1 00 -1 01
D= 010 P = 1 -1 0
0 0 2 0 10
(c) Observamos que A = PDP~! por lo que
10 0
AP=pP[ 0 1 0 P!
0 0 1024
Como
011
Pt=1001
111

Tenemos que
1024 1023 1023
Al = 0 1 0
0 0 1



(3) Dada la aplicacién lineal f: R® — R*,

(a)
(b)

(c)

f(ZE,y,Z):(2$—y+2,l‘—y,3$—2y+2,y+2)

Hallar la matriz de f respecto de las bases candnicas.

Calcular las dimensiones del nicleo y de la imagen y unas ecuaciones que definen estos
subespacios.

Hallar una base de la imagen de f y una base para el nicleo de f.

(a)

(b)

S W N

La matriz, A, de la aplicacion f, respecto de las bases candnicas es

2 -1 1
1 -1 0
A= 3 =21
0 11
Calculamos la forma reducida,
1 1z 1 -1 0 y 1 -1 0 vy 1 -1 0 y
—1 0y 0 1 1 ¢ 0 1 1 t 0 1 1 t
-2 1}z 3 =2 1 =z 0 1 1 —3y+z= 0 0 0 —t—3y—+=
1 11¢ 2 -1 1 = 0 1 1 x—-2y 0 0 0 z+y—=

de donde deducimos que dim Im(f) = rango(A) = 2. Ademéds un sistema de ecuaciones
que definen a Im(f) es

—3y—1t+2=0
r+y—z2=0
De la férmula
3 = dim(Im(f)) + dim(ker(f))
obtenemos ahora que dim(ker(f)) = 1 y un sistema lineal de ecuaciones para determinar
ker(f) es
r—y=0
y+z=0

Una base de Im(f), obtenida a a partir de las columnas de A, es {(2,1,3,0),(1,0,1,1)}.
Ahora calculamos una base de ker(f). Para ello resolvemos el sistema anterior,

r—y=0

y+z=0
Como sabemos que hay un parametro, elegimos y como el parametro. Las variables
dependientes son = y z, que verifican la relacion = =y, z = —y. Entonces,

ker(f) ={(z,y,2) eR* :x =9,z = -y} ={(y,y,—y) : y € R}
y una base de ker(f) es {(1,1,—1)}.



(4) Dado el conjunto
A={(z,y) eR*: z-2y>-6, <0, y=>0}
(a) Dibuja el conjunto A, calculando los puntos de corte con los ejes. Dibuja su frontera y su
interior y discute si A es un conjunto abierto, cerrado, acotado, compacto y/o convexo,

razonando tus respuestas.
(b) Demuestra que la funcién

flz,y) =

tiene maximo y minimo sobre A.
(c) Dibuja las curvas de nivel de la funcién g(z,y) = y + 2% y utilizalas para determinar
dénde estan los maximos y minimos de g en A.

1'2

(r+4)*+ (y — 2)?

(a) El conjunto A es

(b) La frontera (0A) de A es

(0,3)
T

(_670)

el interior de A es A\ 9A, y la clausura de A es A = AUJA = A (ya que dA C A).
Por lo tanto, A es cerrado, no es abierto (porque A N A # (), es compacto (cerrado y
acotado). Finalmente, el conjunto A es convexo.

Otra forma de probar que A es cerrado y convexo es el siguiente razonamiento: Las
funciones hy(z,y) = © — 2y + 6, ho(x,y) = x y hs(x,y) = y son continuas y lineales. Por
tanto el conjunto A = {(z,y) € R? : hy(x,y) > 0, ho(x,y) <0, hz(z,y) > 0} es cerrado
y convexo.

(b) La funcién f es continua excepto en el punto (—4,2) ¢ A. Por tanto, f es continua en
A, que es compacto. Por el Teorema de Weierstrass, la funcién alcanza un maximo y un
minimo en el conjunto A.

(c) Las curvas de nivel de A son parabolas de la forma y = C — 2% con C € R.

(0,

/4/
CEOLT TN

Gréficamente, vemos que el minimo se alcanza en el punto (0,0) y el méximo en el punto

(—6,0).



(5) Considerar la funcién f: R? — R

T s (2,y) # (0,0),
z, = ik .
Je-) {0 si (z,y) = (0,0).
0

(a) Estudiar si la funcién f es continua en el punto (0,0). Estudiar en qué puntos de R? es
continua la funcién f.

(b) Calcular las derivadas parciales de f en el punto (0,0).

(c) (En qué puntos de R? es diferenciable la funcién f?

(a) Estudiamos el limite cuando (x,y) — (0,0) a través de la recta x(t) = ¢, y(t) = kt con
k € R,
(1+kt) . (1+kt) 1
2R 0 14 k2 14k
y como depende del parametro k € R, el limite no existe y la funcién no es continua.
(b) Las derivadas parciales de f en el punto (0,0) son

t—0 t
0 0,t) — f(0,0
0F (.0) — 1y 011 = 10.0)
ay t—0 t
Observamos que para todo t # 0,

U ) = iy

Por lo tanto,

of 1 .
%(0, 0)= %1_{% 7 mo existe
of .0

2y \00) =lim < =0

(c) Para (z,y) # (0,0), la funcién f(z,y) estd definida como un cociente de polinomios y
el denominador no se anula. Por tanto, para (z,y) # (0,0), todas las derivada parciales
existen y son continuas. Deducimos que la funcién es diferenciable en todos los puntos
(2. ) # (0,0).

En el punto (0, 0) la funcién no es continua y, por tanto, no es diferenciable. (Otra forma
de probarlo seria observando que

of
%(Oa O)

no existe.)



(6) Considera la funcién
flz,y) = 22" +y* — 227 — 2y°
(a) Obtener los puntos criticos de f.
(b) Clasificar los puntos criticos de f obtenidos en el apartado anterior.

(c) Determinar el mayor subconjunto abierto A de R? donde la funcién f es céncava.
(d) Calcular los extremos globales de f en A.

(a) Las derivadas parciales de la funcién son

of

_8x:8I3_4I
of

L =4 —4
By Y Y

y, teniendo en cuenta que la funcién es diferenciable en todo R?, los puntos criticos son
solucién del sistema,

82° — 4z =0

49 — 4y =0
Las soluciones de la primera ecuacién son
_o L -t
V22

mientras que las soluciones de la segunda ecuacién son

T

De donde se obtienen 9 puntos criticos:

1 1
(0,0),(0,£1), (£—=,0), (iﬁ, +1

7 ),

(b) La matriz Hessiana de f es

2422 — 4 0

cuyos valores propios son A\, = 2422 — 4 vy Ay = 129> — 4 Un razonamiento sencillo
demuestra ahora que
—4 0 1 8 0
w00 = (o0 ) mresen= (50
—4 0 1 8 0

por lo que
(0,0) es un maximo local

los cuatro puntos

(—, 1) son minimos locales

Sl

y los cuatro puntos

1
(0,+£1), (i7§

,0) son puntos de silla



(c)

[ es de clase C?*(R?), luego f es céncava si y solo si H f(x,y) es definida negativa o
semidefinida negativa. Ello implica que 2422 —4 < 0y 12y* — 4 < 0. De aquf se obtiene
que

Wl =

es decir,
1 < < < < 1
NG NG 3oV

Asi pues, el mayor abierto donde f es céncava es

1
2
A={(z,y) e R*: \/_<x<\/_ \/_<y<\/_}

El conjunto A es convexo. En ese conjunto A, el Hessiano, H f(z, y), es definido negativo
luego f es estrictamente céncava en A y su unico punto critico en ese conjunto, (0,0) es
el maximo global en A.

Estudiamos ahora si existe un minimo global en el conjunto A. Como el conjunto A es
abierto, si existiera un minimo de f en A, serfa un punto critico de f. Pero como f
es concava, todos los puntos criticos de f son maximos globales. Por tanto, f no tiene
ningtin minimo (local o global) en A.



(7) Considerar la funcién
flz,y,2) =20 +y* — oz — 2 + 427
y el conjunto
A={(r,y,2) e +y=z}
(a) Hallar las ecuaciones de Lagrange que determinan los extremos de f en A.

(b) Determinar los puntos que satisfacen las ecuaciones de Lagrange y hallar los extremos
de f en A, especificando si son maximos o minimos locales.

(a) El Lagrangiano es

L(z,y,2, ) =22+ —x— 2 +42 + Nw +y —2).
Las ecuaciones de Lagrange son:

(9_L = 4zx—-1+A=0
ox

oL

— = 2 A=0

oy yt

oL

— = —1 — A=
9, + 82 0
oL iy i—0

T r+y—z=

(b) De las primeras ecuaciones, obtenemos: 4x — 1 = 2y = 1 — 8z. Haciendo la substitucién
en la ultima ecuacion, obtenemos

3 1 1 1
w YT fTw ATy
De ahi, tenemos que el tinico punto que cumple las condiciones de Lagrange es (l—i, —11—4, %)
La matriz Hessiana de la funcién L es

xr =

HL (z,y,2) =

O O =

0
2
0

co o O

que es definida positiva. Luego, (%, —i,% es un minimo. Como el Lagrangiano no

tiene mas puntos criticos, no hay ningin méaximo.



