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(1) Considerar el siguiente sistema de ecuaciones lineales
r+y+z=1
ar + ay + az =b
r+ay+az =3

donde a y b son pardmetros.

(a) Determina, segin los valores de los pardmetros a y b, si el sistema es compatible determinado, compatible
indeterminado o incompatible.

(b) Resolver el sistema anterior para los valores de los pardmetros a y b en que es compatible indeterminado.

(a) La matriz asociada al sistema es

11 1|1
(Alb)=1] a a a | b
1 a a| 3
Realizando operaciones elementales por filas obtenemos
1 1 1 1
(Alb)=1 O 0 0 b—a

0 a—1 a-1 2

Observando la segunda fila, vemos que el sistema es incompatible a menos que a = b.
Estudiemos ahora el caso a = b. La segunda fila de la matriz es cero y la ignoramos. El sistema equivalente
tiene como matriz adjunta la siguiente

1 1 1 1
0 a—1 a—11 2

El rango de la matriz ampliada es 2, independientemente del valor del pardmetro a. Mientras que el rango
de la matriz de coeficientes es 2 si a # 1 y es 1 cuando a = 1. Utilizando el teorema de Rouché—Frobenius,
concluimos que

a#b el sistema es incompatible,
a=b=1 el sistema es incompatible
a=0b#1 el sistema es compatible indeterminado, con un pardmetro.

(b) En el apartado anterior hemos probado que el sistema es compatible cuando a = b # 1. Ademds, en
este caso y operando con las ecuaciones obtenemos que el sistema propuesto es equivalente a otro sistema cuya

matriz ampliada es
1 1 1 1
0 a—1 a—-1] 2

Tomando z como pardmetro, de la segunda ecuacién obtenemos que
2
a—1

y:

y sustituyendo en la primera ecuacién

a—3
—1l—y—zg = —°
x y—z 1



(2) Dada la matriz

1 2 =2
A=1(2 1 =2
0 0 a
(a) Calcular el polinomio caracteristico y los valores propios.
(b) Para a = —1, comprobar que la matriz A es diagonalizable y hallar la matriz de paso (también llamada

matriz cambio de base).
(c) Estudiar para qué valores a # —1, la matriz A es diagonalizable.

(a) Desarrollando por la tercera fila obtenemos que el polinomio caracteristico es (a — A) ((A —1)? —4). Por

tanto, los valores propios son
/\1:a, A2:3, A3:—1

(b) Para a = —1 los valores propios son A\; = —1 con multiplicidad 2 y A2 = 3 con multiplicidad 1.
Calculamos el espacio S(—1). Es la solucién del sistema
2z + 2y — 22 =0
2z + 2y — 22 =0
cuya solucién es z = z + y. Por tanto,
S(-1) =< (1,0,1),(0,1,1) >
y como dim(S(—1)) = 2, la matriz es diagonalizable.
Calculamos ahora S(3). Este espacio es el conjunto de soluciones del sistema
—2x + 2y — 22 =0
2z — 2y — 22 =0

—4z =0
cuya solucion es
z2=0, z=y
Por tanto, S(3) =< (1,1,0) >. La forma diagonal es
-1 0 0
D= 0 -1 0
0 0 3
y la matriz de paso es
1 0 1
P=|0 11
1 10
(c) Los valores propios son A\ =a, Ay =3, A3 = —1. Vemos que si a # —1 y a # 3, entonces todos los

valores propios son distintos y la matriz es diagonalizable.

Sélo falta estudiar el caso en que a = 3. En este caso los valores propios son A\; = 3 con multiplicidad 2 y
A2 = —1 con multiplicidad 1. Vamos a calcular el espacio S(3). Este espacio es el conjunto de soluciones del
sistema

—2z 42y — 22 =0
20 — 2y — 22 =0
cuya solucién es
z2=0, z=y
Por tanto, S(3) =< (1,1,0) >. Como dim(S(3)) = 1 no coincide con la multiplicidad de A\; = 3, la matriz no
es diagonalizable en este caso.



(3) Dada la forma cuadratica Q(z,y,2) = 2% — 2azy + y* + 22 — 2azxz,
(a) Determinar para qué valores del parametro a la forma cuadrética @ es definida positiva.
(b) Determinar para qué valores del parametro a la forma cuadritica @ es indefinida.

La matriz asociada a la forma cuadratica es

A=|—-a 1 0
—a 0 1
Calculamos los menores
D; =1
Dy =1-a’
D3 =1 — 2a*

(a) la forma cuadrética es definida positiva si y sélo si
D2 =1- (12 >0
D3 =1-2a>>0

es decir, si y sélo si a? < 1/2, es decir,

(b) Como Dy > 0, vemos que la forma cuadrética es indefinida si

-1 )
a < — o) a > —
V2 V2
(ya que, en ambos casos, D3 < 0).
Observamos que si
-1 1
a=— =

20T

entonces Dy > 0, Dy > 0, D3 = 0, por lo que es semidefinida positiva.



(4) Sea A = {(z,y) € R :2” +y* < 2,y > 2”}.
(a) Dibujar el conjunto A, su frontera y su interior. jEs A cerrado, abierto, convexo, acotado o compacto?
(b) Enunciar el Teorema de Weierstrass. Se puede aplicar este teorema a la funcién

0 St (z,y) = (0,0).

en el conjunto A7
(c) Determinar si la funcién f(z,y) del apartado anterior alcanza maximo o minimo en el conjunto A.
Sugerencia: — (2 + y?) < 2zy < 2° + 2.

(a) El conjunto A

Por tanto la frontera (0A) de A es

y el interior de A es A\ dA. Vemos que A es cerrado (porque A C A), no es abierto (porque 0AN A # (),
es compacto (porque es cerrado y acotado) y es convexo.

(b) Teorema de Weierstrass: Sea f: A — R una funcién continua definida en un subconjunto compacto A
de R™. Entonces f alcanza un méximo y un minimo absolutos en el conjunto A.
Tomando rectas de la forma y = mz, vemos que

2 2m 2m

. 2mz .
;1_% (a:,ma:) - 2 4+ m2x2 :;l—r{}) 14+m2  14+m?
Y como este limite depende de m, la funcién no es continua en (0,0) € A. Por tanto, no se puede aplicar el
Teorema, de Weierstrass.

(c)

De la sugerencia se sigue que para todo (z,y) € R? se verifica

Ademss, en el apartado (b) hemos visto que

2ma? 2m

2 +m2z? 1+ m?
es decir la funcién es constante a lo largo de la recta y = mz. Ademds f(0,y) = 0 para todo y € R. Como
para z # 0 se comprueba ficilmente que

f(iIZ,ZL')Zl, f(CU,—ZL'):—l
vemos que todos los puntos de la recta y = —x son minimos absolutos de f y todos los puntos de la recta
y = x son maximos absolutos de f en el conjunto A.

f(o,ma) =



(5) Considerar una funcién f: R? — R.
(a) Escribe las definiciones de:
(i) la funcién f es diferenciable en el punto (zo,0) € R?.
(ii) las derivadas parciales de la funcién f en el punto (xg,y0) € R2.
y comenta qué relaciéon hay entre las dos definiciones anteriores.
(b) Sea
f(a,y) = ayel Y7+ ¥7)

Calcular, si es posible, las derivadas parciales de f en el punto (0, 0).

(c) Las derivadas parciales de f en el punto (0,0) son

oz t—0 t
af 1 f(O,t)—f(0,0)
gy (00) = fim ==

Observamos que
f(t,0) = f(0,t) = 0= £(0,0)
para todo t € R. Por lo tanto

f(t,O)—f(0,0) f(O,t)—f(0,0)

= = 0
t t
para todo t # 0 y concluimos que
of
—(0,0)=0
al_( ? )
0
—f(O, 0)=0

Jy



(6) Dada la funcién f(z,y) = log (22 + y* + 1),
(a) Calcula el polinomio de Taylor de orden dos de f en torno al punto (0,0).
(b) Utilizando el apartado anterior, calcula razonadamente una aproximacién del valor de f(0'1,—0'2).
(c) Considerar la funcién anterior f : A — R definida sobre el conjunto A = [0,1] x [0,1]. Hallar de forma
justificada, en caso de que existan, el mdximo y el minimo de f en A.

(a) Observamos en primer lugar que

f(0,0)=0
Ahora calculamos
U (w) = gy
oz Y 224y +1
%(a: )_2774
Oy Y 224y +1
por lo que

of _

%(0,0)—0

of _

a—y(0,0)—O

Facilmente se calcula también el Hessiano de f,

1700 = (3 3)

por lo que el polinomio de Taylor de orden dos de f en torno al punto (0, 0) es
Py(z,y) = 2% + ¢
(b) £(0'1,-02) =~ P(0'1,-0'2) = 2(0'1)2 + (—0'2)? = 0’02 + 0’04 = 0'06.
(c) En el apartado (a) hemos calculado

of 4x

95 - S0
8:U(x’y) 22 +y2 +1 >
of 2y

95 - <o
Oy (z,9) 222 +y2 + 1 >

siz > 0ey > 0. Por tanto, en el conjunto A, la funcién es estrictamente creciente en cada una de las variables
por separado. De aqui se deduce que el méximo se alcanza en el punto (1,1) y el minimo en el punto (0, 0).



(7) Dada la funcién f(z,y) = z* — 622 + y>
(a) Obtén los puntos criticos de f y clasificalos.
(b) Determina los conjuntos abiertos donde f es estrictamente céncava y/o convexa.
(c) Determina razonadamente si f alcanza maximo y/o minimo globales (o absolutos) en el conjunto D =
{(z,y) € R?|1 < 2 < 3}, indicando en caso afirmativo en qué punto o puntos lo hace.

(a) Los puntos criticos deben satisfacer la condicién necesaria de primer orden: Vf(z,y) = (0,0) o bien
que no exista el gradiente V f(z,y). Haciendo las dos derivadas parciales obtenemos

0 0
VH,1) = (5 00), G 5,0) = (40— 120,29)
e igualando a 0 quedan las ecuaciones
473 — 122 = 0
2y = 0
4z(z>-3) = 0
2y = 0
dz(zr —V3)(z+v3) = 0
2y = 0

resolviéndolas obtenemos las soluciones (0,0), (v/3,0) v (—v/3,0). Dado que el gradiente existe siempre al
tratarse de una funcién polinémica, los puntos anteriores son todos los puntos criticos posibles.
Para clasificarlos aplicamos la condicién suficiente de segundo orden. Para ello construimos la matriz

hessiana
1222 —12 0
0 2

. . - , . —12
y estudiamos su signo sobre los puntos criticos, asi obtenemos en (0,0) que la matriz queda ( 0 g ) que

es indefinida pues sus autovalores son de signos distintos (o bien por el criterio de los menores principales
|[A11] = =12 <0, |Ass| = |A] = —24 < 0) luego se trata de un punto de silla; haciendo lo mismo en los puntos

(v/3,0) y (—v/3,0) queda en ambos casos la misma matriz Hessiana ( 24 que es definida positiva pues sus

0
0 2
autovalores son positivos (o bien por el criterio de los menores principales |A11| = 24 > 0, |A22| = |A| =48 > 0)
por lo tanto se trata de dos minimos locales.

(b) En el apartado anterior hemos calculado la matriz hessiana

1222 —12 0
0 2

Los valores propios son A\; = 122212y Ay = 2. Como Ay > 0 la funcién nunca es convexa. Por otra parte serd
estrictamente convexa en los conjuntos abiertos en los que Ay = 1222 — 12 > 0, es decir si 22 > 1. Por tanto,
la funcién es estrictamente convexa en los conjuntos A = {(z,y) € R? 1z < -1} y B={(z,y) € R? : 2 > 1}.

(c) El conjunto D es abierto y convexo. Por tanto, los puntos extremos de f en D son puntos criticos de f.
Ademis, del apartado (b) se deduce que f es estrictamente convexa en D, por lo que los puntos criticos de f
en D son minimos globales de f en D. Por el apartado (a) el tinico punto critico de f en D es (v/3,0), por lo
que éste es el tnico minimo (local y) global y no tiene méximos globales (ni locales) en D.



(8) Considerar la funcién f(z,y) =2+ (z — y)? y el conjunto A = {(z,y) € R? : 22 + y* = 1}.
(a) Hallar las ecuaciones de Lagrange que determinan los extremos de f en A.

(b) Determinar los puntos que satisfacen las ecuaciones de Lagrange y clasificar los extremos de f en A.
(a) El lagrangiano es

L(z,y) =2+ (z —y)* + M1 - 2® = °)
Obtenemos las ecuaciones de Lagrange

2(x —y) = 2zA
—2(z —y) = 2yA

',1:,2 + y2 =1
(b) Las soluciones del sistema anterior son

V2 V2 V2 V2 V2 V2
o) Bl O=lgnn) D)
Como f(A) = f(D) =2y f(B) = f(C) =4 obtenemos que los puntos

VIVE BB g
(7, 7) y (—7, —7) son minimos
Vi B I3 g
(77_7) y (—7, 7) son maximos



