
���������� 	�� �
���� 	� ���
��������� ��
�� 	� ���
� 	� ����

�������� � �� ���� ��� ������	�
��� �����
 �
	������� 	
��������
� �� ���	���
�� ��������� �
	���

W =
∑
i∈I

αi

∑
s∈S

πs ln xi
s

	
� 0 ≤ α1, . . . , αI ≤ 1 �
∑

i∈I αi = 1� � ���
����
� �� ��
����� �� ��������	���
����������

max W

����
∑

i∈I xi
s = ws s ∈ S

�� ����������
 ��
	���
 ��

L =
∑
i∈I

αi

∑
s∈S

πs ln xi
s +

∑
s∈S

λs

(
ws −

∑
i∈I

xi
s

)

�������
� ��� �	��	�
��� �� ������ 
����

λs =
αiπs

xi
s

i ∈ I, s ∈ S

�� ���� 
������
� ��� αiπs = λsx
i
s 	
� �
 ���� ������
 ���� i ∈ I � �������
 ��

	����� ���
∑

i∈I xi
s = ws � ���

∑
i∈I αi = 1� 
������
� ���

πs = πs

∑
i∈I

αi = λs

∑
i∈I

xi
s = λws,

�� ��	���

λs =
πs

ws
�

xi
s = αi

πs

λs
= αiws.

�� ��	�� ��� ������	�
��� �
	������ �� �����
 �
� �� �� �
���

xi
s = αiws 	
� 0 ≤ α1, α2 ≤ 1, α1 + α2 = 1.

�������� � �� ������ � ��  � ������	��� �
 �� �
	������ �
���� �� ��
�������
 �! "��
� ���
�����
 ��� ����� ������	�
��� �
� �� �� �
���

xi
s = αiws 	
� 0 ≤ α1, α2 ≤ 1, α1 + α2 = 1

#� �� ������	��� ����� �
	������ 	
�
 x1
0 = x2

0 = 2 � w0 = 4� ��������
� ���
α1 = α2 = 1/2� ���
� �
� 
��� ������

x1
24 = 3, x2

24 = 1, w24 = 4

�����	� ��� α1 = 3/4� α2 = 1/4� �
 	��� �� ��� 	
������		����

�������� � �� ������ � �� ���� ��
� �����
� ��������
� ��� ��� ������	�
���
�
	������ �
� xi

s = αiws ���� ���$� 0 ≤ α1, α2 ≤ 1 	
� α1+α2 = 1� %
�
 w21 = 4�
w22 = 8� ���������� 	
����������� �
 ����� ��� �
	����� �� t = 2� �
� �� ����

���
�������
 ����
	
 ����� ��� �
	����� ���������� 	
����������� �� t = 1�

�



�

�������� �!"� &���������
� ���� �� �� �������
 �!� ��� ������	�
��� �
	������
�� �����
 �
� �� �� �
��� xi

s = αiws 	
� 0 ≤ α1, α2 ≤ 1 � α1 + α2 = 1�
 
� ���	�
� �� ���������
 �
�

ps =
∂W

∂xi
s

=
αiπs

xi
s

=
πs

ws

���� �����
� ���
� 0 ≤ α1, α2 ≤ 1 � α1 + α2 = 1� �
� 
��� ������ �� ������		���
�������������� ��

p · wi =
∑
s∈S

psw
i
s =

∑
s∈S

psx
i
s =

∑
s∈S

αiπs = αi

∑
s∈S

πs

�� ��	���

αi =
p · wi∑
s∈S πs

=
p · wi

3

�� ���
∑

s∈S πs = 3�  �� ������	�
��� �� '��
()*����� �
�

xi
s = αiws =

p · wi

3
ws, ps =

πs

ws
, s ∈ S, i ∈ I.

'"
�� ���������
� �
� ���
� ��� ��
������  
� ���	�
� �� ���������
 �
�

p0 = 1/4
p11 = 1/16, p12 = 3/32

p21 = 1/32, p22 = 3/64, p23 = 1/64, p24 = 3/32

�
� ����
� ��� ������ �� �
� ������� �
�

������ +,
∑
s∈S

psw
1
s = 1 +

1
16

+
18
32

+
2
32

+
15
64

+
3
64

+
9
32

=
9
4

������ -,
∑
s∈S

psw
2
s = 0 +

3
16

+
6
32

+
2
32

+
9
64

+
5
64

+
3
32

=
3
4

�� �
���� α1 = 3/4� α2 = 1/4 � �����
� ��� ������	�
��� �� ���������


x1
0 = 3, x1

11 = 3, x1
12 = 6, x1

21 = 3, x1
22 = x1

23 = 6, x1
24 = 3

x2
0 = 1, x2

11 = 1, x2
12 = 2, x2

21 = 1, x2
22 = x2

23 = 2, x2
24 = 1

�������� �� �� ������ ����� ���
� � 	��	���� �
� ���	�
� �� �
� �	���
��  
�
���	�
� ��� �	���
 + �
�,

�
�
 e11, 1 · 1
8 + 0 · 3

16 = 1
8

�
�
 e12, 1 · 1
16 + 1 · 3

8 = 7
16

�
�
 e0,
1
8 + 7

16 = 9
16

'"
�� �
��������
� ���
� ���	�
�� ���������
 	
�
 ��������
 �� ���� �� �� �	
�
���,

�
�
 e11,
1
8/ 1

4 = 1
2

�
�
 e12,
7
16/ 3

8 = 7
6

�
�
 e0,
9
16/1 = 9

16



�

.������� ��� �
� ���	�
� ��� �	���
 - �
�,

�
�
 e11, 1 · 1
8 + 1 · 3

16 = 5
16

�
�
 e12, 1 · 1
16 + 0 · 3

8 = 1
16

�
�
 e0,
5
16 + 1

16 = 3
8

���� �
���������
 �� �/����
� ��� ��������
 �����

�
�
 e11,
5
16/ 1

4 = 5
4

�
�
 e12,
1
16/ 3

8 = 1
6

�
�
 e0,
3
8/1 = 3

8

 
� ��	��
� �� 	
����
 ��� ������ + �
�,

�
�
 e0, 3 − 4 = −1
�
�
 e11, 3 − 1 = 2
�
�
 e12, 6 − 6 = 0
�
�
 e21, 3 − 2 = 1
�
�
 e22, 6 − 5 = 1
�
�
 e23, 6 − 3 = 3
�
�
 e24, 3 − 3 = 0

0��
� 	��	���� �"
�� �� 	������ z1
s ��� ������ +� %
�
 �����
�� �� 	������ ���

������ - ����� ���� �
� z2
s = −z1

s �
�� �� �
�
 e11� �� ������ + 	
���� θ1 �������� ��� �	���
 + � θ2 �������� ���

�	���
 -� �� �
��� ��� ���� 	������ 
���	�� �� ��	��
 �� 	
����
 �� �
� �
�
� e21

� e22�

θ1 + θ2 = 1
θ2 = 1

}
 � �
��	��� �� ���� ������� �� θ1 = 0 � θ2 = 1� �� ���	�
 �� ���� 	������ ��

0 · 1
2

+ 1 · 5
4

=
5
4

�
� ����
 �� ��	��
 �� 	
����
 �1� �� 	
��� �� �� 	������ �� �� �
�
 e11 ��,

2 +
5
4

=
13
4

'�1�
������� �� �� �
�
 e12 �� ������ + 	
���� θ1 �������� ��� �	���
 + � θ2

��� �	���
 - �� �
��� ���

θ1 + θ2 = 3
θ1 = 0

}
 � �
��	��� �� ���� ������� �� θ1 = 0 � θ2 = 3� �� ���	�
 �� ���� 	������ ��

0 · 7
6

+ 3 · 1
6

=
1
2

�
� ����
 �� ��	��
 �� 	
����
 �1� �� 	
��� �� �� 	������ ��,

0 +
1
2

=
1
2
.



�

2���������� �� 	������ �� �� �
�
 e0 �� ��	
�� �� �
��� ���

1
2θ1 + 5

4θ2 = 13
14

7
6θ1 + 1

6θ2 = 1
2

}

	��� �
��	��� �� θ1 = 2/33� θ2 = 85/33� 3��������
� �� 	������ ��� ������ + ��

4
�
 '	���
 + '	���
 -
e0 -566 78 566
e11 9 +
e12 9 6

�������� ��

:�!  �� �
��	�
��� ��� �������

Q1 + Q2 + Q3 + Q4 = 1
Q1 + 4Q3 = 1

�
� �� �� �
���

Q1 = 1 − 4Q3

Q2 = 3Q3 − Q4

%
�
 ���� ����
	���� ��� 0 < Q1, Q2, Q3, Q4 < 1 �����
� ��� 0 < 1 −
4Q3 < 1� �� ��	���

0 < Q3 <
1
4

'���1�� 0 < 3Q3 − Q4 < 1� �
� �
 ���

3Q3 − 1 < Q4 < 3Q3

� "�� �
��	�
��� �����	������� �
�������� �
� �;����
�

Q1 =
5
9
, Q2 =

1
12

, Q3 =
1
9
, Q4 =

1
4
,

 
� ���	��
� �
 �
� 	
�����
� �
���� �� ����
 �� �� ������ �� ��������
�
�� 2�

:�! ������
� �� �� ������

rg

⎛
⎜⎜⎝

1 1
1 0
1 4
1 0

⎞
⎟⎟⎠

x1

x2

x3

x4

= rg

⎛
⎜⎜⎝

1 1
1 0
−3 0
0 0

⎞
⎟⎟⎠

x1

x2

x3 − 4x1

x4 − x2

= rg

⎛
⎜⎜⎝

1 1
1 0
0 0
0 0

⎞
⎟⎟⎠

x1

x2

x3 − 4x1 + 3x2

x4 − x2

= 2

�
� ����
� �
� �	���
� x = (x1, x2, x3, x4) 	��
 ���	�
 ���1 ����������
 �
�
�
� �	���
� r1 � r2 � �� 	
���	��� �� �
 �������;� �� �� �	
�
���� �
� ������
�
��� ����
	�� ��� �	��	�
���

x4 − x2 = 0
x3 − 4x1 + 3x2 = 0



�

���� �
��� �� "�	���
 ����� �� ���������, �� ���	�
 ��� �	���
 x ��

ϕ(x) = x1Q1 + x2Q2 + x3Q3 + x4Q4

= x1(1 − 4Q3) + x2(3Q3 − Q4) + x3Q3 + x4Q4

= x1 + (x3 − 4x1 + 3x2)Q3 + (x4 − x2)Q4

� ���� ��� ϕ(x) �
 ������� �� �
� Qi<� ����� ����
	���� ��� �	��	�
���
������
����

:	! �� ���	�
 �� r3 ���� ���

ϕ(r3) = 4Q2 + 4Q4 = 4(Q2 + Q4)

���
� �� �� �������
 �! "��
� ����
 ��� Q2 +Q4 = 3Q3� �
� �
 ��� ϕ(r3) =
12Q3� � 	
�
 0 < Q3 < 1

4 �����
� ���

0 < ϕ(r3) < 12/4 = 3

:�!  �� �
��	�
��� ��� �������

Q1 + Q2 + Q3 + Q4 = 1
Q1 + 4Q3 = 1

4Q2 + 4Q4 = 3

�
� �� �� �
���

Q1 = 0, Q3 =
3
4
, Q2 + Q4 =

3
4

%
�
 Q1 = 0� "�� �������;� �� �� �	
�
����
���� �
��� �1� ���	���� �� ���
������
 ����� ���������
 �� �������
 ��=

����
�� �� ��� q3 = 3 	
������	� ��� 0 < ϕ(r3) < 1� ���
 ������� ��� ������
r3 �� 	
��
 �
��� ����� �� ��� ���������� �� �������;��  ������
 zi � ��
	������� �� �	���
 i = 1, 2, 3 ��� 	
�����
�� ��� ���������� �� �������;�
(z1, z2, z3) ���� ����
	�� ��� ���������� �������������

z1 + z2 + 3z3 ≤ 0
z1 + 4z3 ≥ 0
z1 + z2 ≥ 0

z1 + 4z3 ≥ 0

	
� ������ �� ��� ���� $������ ������������� ���� ��� �����	��� ��
����

������
� ���
��� ���
� ��� z1 = 4� z2 = z3 = −1 �� ��� ���������� ��
�������;��

�������� #� ���1 "�	"
 �� 	�����

�������� $�"� #� �� ������ ����� x �������� �
�������� �� �� �
����� ���
�	��
�� �������� �������� ��

V (x) = πu(w + P − x) + (1 − π)u(w − x)

	
� π = x/P � �
� ����
� �� �������� ��

V (x) =
x

P
u(w + P − x) + (1 − x

P
)u(w − x) =

x

P
u(w + P − x) + (

P − x

P
)u(w − x)



�

�
���
� ��������� �� ������ ������������ �� �������� :�
� ����
 �� �
��	��� ���=
�����
� �� ����
 �
����!

V (x) = xu(w + P − x) + (P − x)u(w − x)

 � �������� ������� �� V ��

V ′(x) = u(w + P − x) − xu′(w + P − x) − u(w − x) − (P − x)u′(w − x)

� �� �������� �������

V ′′(x) = −u′(w + P − x) − u′(w + P − x)

+ xu′′(w + P − x) + u′(w − x) + u′(w − x) + (P − x)u′′(w − x)

= 2(u′(w − x) − u′(w + P − x)) + xu′′(w + P − x) + (P − x)u′′(w − x)

���� ��� x = 0 ��� ��� �
��	��� ���� ����
	���� ����

V ′(0) = u(w + P ) − u(w) − Pu′(w) ≤ 0

���� 	
���	��� �� ����� ��	����� 	
�


u(w + P ) − u(w)
P

≤ u′(w)

#�� �
� �;����
� u′′ < 0� ���
�	�� �� ����
	� ���

u′(w) >
u(w + P ) − u(w)

P

�� �
� ����
� x = 0 �� �� �1���
 �
	��� >����/� �� �� �1���
 ��
���� �� ����
	
�
 u �� :�����	�������! 	��	���� ���� 	�������� 0 < x < P �

V (x) =
x

P
u(w + P − x) + (1 − x

P
)u(w − x)

< u
( x

P
(w + P − x) + (1 − x

P
)(w − x)

)
= u(w) = V (0)

�� 	����
 �� u′′ > 0� ���
�	��

u′(w) <
u(w + P ) − u(w)

P

� x = 0 �
 ����� ��� �� �1���
 �
	��� �� ������ 	
���� ��� 	������� �
������ ��
�
����� �� ���� 	��
�

�������� $�"� %
�
 �� ���	��� �� �������� �� �����	������� 	��	���� �
� ��
�������
 �!� �� ������ 	
������� 0 �������� �� �
������
���� �
��� �� ��
��� ���
� ����� �� ����������  � �������� �������� ��� ������

:�����/� �� ��������	�� �
� P ! ��

V (x) = −xe−w−P+x − (P − x)e−w+x

 � 	
���	��� �� ������ 
���� ��

V ′(x) = −e−w−P+x − xe−w−P+x + e−w+x − (P − x)e−w+x

= e−w+x
(−e−P − xe−P + 1 − P + x

)
= 0

%
�
 e−w+x > 0� ���
�	��

−e−P − xe−P + 1 − P + x = 0



�

�� ��	��� V ′ �� ����� �� �� ����


x0 =
e−P + P − 1

1 − e−P

�
� �� �������
 �!� V ′(0) < 0� '�� ��� V ′(x) < 0 �� 0 ≤ x < x0 � V ′(x) > 0 ��
x > x0� �
� ����
� x0 �� �� �����
�
�� �1���
 �� ��	���� �� �� ����
 ������
, 0 � w� 0��
� ���

V (0) = −Pe−w

V (w) = −we−P − P + w

� �� �1���
 �� ��	���� �� 0� �� we−P + P − w > Pe−w� � �� w� �� �� ����
	� ��
����������� 	
�������� ���� ���������� 	�1� �� ����� �� ����
	� 	
��������
� ��
���	���

f(t) = −te−P − P + t + Pe−t

� 
�������
� ���

f(w) = −we−P − P + w + Pe−w = V (w) − V (0)

f(P ) = −Pe−P − P + P + Pe−P = 0

f(0) = −P + P = 0

'���1��
f ′(t) = −e−P + 1 − Pe−t, f ′′(t) = Pe−t > 0

�
� ����
 f �� �����	������� 	
������ #��
���
� �"
�� ��� 0 < w < P :��
���
����� ���
��� ��� �� �����
 �� �� �
����� �� ���
� ��� �� ����� ��� ��������
!�
���
�	��� %
�
 f(P ) = f(0) = 0� 0 < w < P � f �� �����	������� 	
������
�����
� ��� f(w) < f(P ) = f(0) = 0� �� ��	��� �� �1���
 �� ��	���� �� 0�


