EXAMEN DE MICROECONOMIA 1V
27 DE ENERO 2007
Soluciones

(1) (2 puntos)
Consideremos una economia secuencial con dos agentes, un bien y en la que cada agente i = 1,2 tiene la

funcion de utilidad
uz(x) = Zws Inx,

Los 7, y los recursos agregados de los agentes estdn representados en la figura siguiente,
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(a) Determinar todas las asignaciones Pareto eficientes. Supongamos que en una determinada asignacién
Pareto eficiente, z, se verifica que x(l) = 2. Determinar los consumos 3, y 23, en esa asignacion.
(b) Determinar los precios de equilibrio. Sabiendo que las asignaciones iniciales del agente 2 son

wisy = 6
2 _
Wiy = 3<
wiy =3
y que, en el equilibrio de Arrow—Debreu, el agente 1 consume z1, = 3, determinar los recursos iniciales
wi del agente 2.

Solucién:
(a) Para las asignaciones Pareto eficientes, consideramos la funcién de bienestar social

WzZaiZWslnxi

i€l ses
con I ={1,2},0<at,...,al <1y >, ;a’ =1.Y resolvemos el problema de maximizacién siguiente,
max w

sa. Y ri=w, ses
El lagrangiano asociado es
L= ZaiZﬂ'slnxi —l—Z)\s (ws — Zxé)

i€l ses ses i€l
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de aquf obtenemos que a'ms = A2 con lo que, sumando para i € I y teniendo en cuenta que Y icr Tl = w,
y que Y, ;' =1, obtenemos que

7TS=7TSE o/z)\sE Tl = AsWws,

il iel
es decir,
Ts
As = —
Wy
y

. Tl .
= ao'— = a'w,.

S
As
Por tanto, las asignaciones Pareto eficientes son de la forma

xizaiwg, i=1,2 con 0<a',a?<1, ol4+a?=1.

En la asignacién Pareto eficiente se verifica que x§ = 2, por lo que

1
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T whtwi 63

de donde )
a’=1-at==
3
Ahora calculamos
6
37%1 :042(“1%1 + w%l) = 3 2
12
a3y =a? (w1 + 3,) = 3= 4

Utilizaremos que, en el apartado a), las asignaciones eficientes de Pareto son de la forma z% = a*w; con
Ogal,oﬂglyal—f—cﬂ:l.
Los precios de equilibrio son
ow  a'm,
ps = - = - =
1 3
ox? xt W

para algunos pesos 0 < a!,a? < 1y o' +a? = 1. Por otra parte, la restricciéon presupuestaria es

powi = Yt = S pet = Y ain, =i Yo,

s

seS seS seS ses
es decir,
. p-w :p'wi
ESES s 3
ya que » .o 7s = 3. El equilibrio de Arrow-Debreu es
3
xi:aiwszp.gw Wy, psz%, seSiel.
S

Ahora sustituimos los datos del problema. Los precios de equilibrio son

_ 1 _ 1 _ _
b21 = 187 P22 = 18> p23 = 36 D24 = 18

Por tanto, la renta del agente 2 es

1 1 1 1 1 1 1 wi+5
2 2 241 1 ot il — -0
prw *Zpswsfw%jL18+39+18+18+636+318 6

ses

Por otra parte, en la asignacién de equilibrio,

r1y = 3 = alwiy = 6’
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y obtenemos que

N w N | —

p-w® =3a% =

Tgualando las dos expresiones para la renta del agente 2, obtenemos que

wy+5 3
6 2
y despejando obtenemos que
2 _
wy = 4

(2) (2 puntos)

Consideremos una economia de Radner con dos agentes, dos activos y un bien, en la que los recursos iniciales
de los agentes son

(2.1)
(5.1) <
(5,1)
(2,4)
(0,6)
(33) <
Los dividendos de los activos son, (3,3)
L T2
€21 1 2
€22 2 1
€23 1 0
€24 0 1

Supongamos que los mercados son dindmicamente completos y que, en el equilibrio de Arrow—Debreu, las
asignaciones de equilibrio del agente 1 son

rd, =3/2
Ty =
i, =3
ry =3
i, =3
riy =3
Ty =3

y los precios de equilibrio son



P21 = 2

P11 =2
P22 =2
po =6
pa3 =1
pi2 =4
P2y =2

Determinar los precios de los activos y las carteras de los agentes en el equilibrio de Radner de la economia.

Solucion: En primer lugar vamos a calcular los precios de los activos. Los precios del activo 1 son:

nodo ej1: 6
nodo ejo: 1

nodo eg: 7

Ahora normalizamos estos precios, utilizando como numerario el bien de la economias:

nodo e;1: 3
nodo eya: 1/4
nodo eg:  7/6
Mientras que los precios del activo 2 son:
nodo ejq:
nodo ejs:
nodo eg: 8
que, normalizando en términos del numerario queda
nodo e11: 3
nodo ejs: %
nodo eg: %
Los excesos de consumo del agente 1 son:
nodo eg: 1
nodo ej1:  —2
nodo eja: 0
nodo es;: —1/2
nodo egy:  —2
nodo ess:
nodo eay:

Vamos calcular ahora la cartera 2! del agente 1. Como sabemos, la cartera del agente 2 viene dada por
22— 5l
En el nodo €11, el agente 1 compra 6; unidades del activo 1 y 6> unidades del activo 2, de forma que esta

cartera financia su exceso de consumo en los nodos es1 y €99,

01 +20, = —1/2
201 + 0> = -2
La solucién de este sistema es §; = —7/6 y 03 = 1/3. El precio de esta cartera es
7 1 5
~3.-43.2=_%
6 + 3 2



5 9
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2 2
Andlogamente en el nodo e1s el agente 1 compra 67 unidades del activo 1 y 65 del activo 2 de forma que
91 = 3
0 =0
La solucién de este sistema es 01 = 3 y 62 = 0. El precio de esta cartera es
1 1 3
3.240.-==°2
4 + 2 4
Por tanto el exceso de consumo mas el coste de la cartera es:
0422
4 4

Finalmente, la cartera en el nodo e se escoge de forma que
3601 + 305 = —%}
1 lg _ 3
it + 202 =73
cuya solucién es

91:—6, 9225

Resumiendo, la cartera del agente 1 es

Nodo | Activo 1 | Activo 2
€0 -6 9/2
e11 -7/6 1/3
€12 3 0

(2 puntos)

Consideremos una economia secuencial con un bien, dos periodos y tres estados posibles en el segundo periodo.
Supongamos que hay cuatro activos 1 = (1,1,1), r2 = (3,0,3), r3 = (4,1,4) y r4 = (1,4,1), cuyos precios
SOHQI:qQ:17q3:2a Q4:3

(a) Calcular todas las probabilidades de riesgo neutro. Determinar si hay arbitraje en la economia. ¢Son
completos los mercados?

(b) Determinar el conjunto de activos cuyo precio estd determinado de forma tnica por los precios g1, .. ., q4
de los activos r1,...,7r4 v la condiciéon de no arbitraje en la economia. Encontrar una ecuacién que car-

Y )

acterice ese conjunto.

(¢) Se introduce un nuevo activo r5 = (1,4,2). ;Qué valoraciones de este activo son compatibles con la no
existencia de arbitraje en la economia?

(d) Razonar que si el precio del activo r5 = (1,4,2) es g5 = 3 hay arbitraje en la Economia. Encontrar una
estrategia de arbitraje.

Solucién:
(a) Estudiamos el sistema

Qi+Q2+Q3=1
3Q1+3Q3 =1

4Q1 + Q2 +4Q3 =2
Q1+4Q2+Q3+Q4=3

Las soluciones positivas del sistema son de la forma



(b) El precio que el activo = (x1,x2, z3,24) tendria utilizando las Qs calculadas en el apartado anterior
seria

T 2x
o) = 2 —21Q3 + =2 + Qa3

3 3
2
2%4-%4-(%3—%1)@3

Y para que no dependa de Q3 debe verificarse que
r3 —I1 — 0

(c) El activo 15 = (1,4, 2) no verifica la ecuacién x5 — x; = 0. Para que no haya arbitraje su precio deberia
ser
1 8
p(rs) = 3 @st35+203=3+0Qs
Como 0 < Q3 < 1/3, las valoraciones de r5 que son compatibles con la no existencia de arbitraje son
1 10
3<p(rs) <3+ - = —
©(rs5) + 373
(d) Si el precio del activo r5 = (1,4, 2) es g5 = 3, entonces, segun el apartado anterior, deberia haber arbitraje.
Por otra parte, vemos
rs > 4ry — 1o

elegimos la cartera z; = —4, z2 = 1, z5 = 1 obtenemos que su precio (en t = 0) es
G171 + @222 + @323 + qaza =0

mientras que los dividendos son

1 3 1 0
zir1 + 2o+ 255 =—4 1]+ 0] +[4)]=10] >0
1 3 2 1

por lo que esta cartera realiza el arbitraje.

(4) (2 puntos)
Consideremos un agente averso al riesgo con la funcién de utilidad v(x) sobre cantidades monetarias y
preferencias

U(F) = /v(z) dF(z)

sobre loterias.

Supongamos que en el futuro hay dos estados posibles que ocurren con probabilidades 7y 1 — 7 y que el
agente puede elegir entre dos activos, r1 = (1,1) y ro = (0,3) cuyos precios son, respectivamente g1 = 1y
g2 = 1. (Por ejemplo, el activo ro paga 0 unidades monetarias si (con probabilidad 7) ocurre el estado 1 y
paga 3 unidades monetarias si (con probabilidad 1 — ) ocurre el estado 2. La riqueza inicial del agente es w.
Llamamos « a la cantidad de unidades del activo 7o que compraria el agente.

(a) Determinar para qué valores de 7 el agente elige « =0 6 a = w.

(b) Suponiendo que la funcién de utilidad del agente es

v(z) =Vr
calcular la cantidad, «, de unidades del activo ro que compraria el agente. ;Cémo cambia « al variar la
renta inicial w del agente? ;Cémo cambia a/w al variar la renta inicial w del agente? Calcular los coefi-
cientes de aversion absoluta y de aversion relativa al riesgo del agente. Explicar los resultados obtenidos
utilizando estos coeficientes.

(a) Si el agente compra « unidades del activo 7o, entonces su utilidad es
U(a) =mv(w —a) + (1 — m)v(w + 2a)
La derivada es
U'(a) = —mv' (w — ) +2(1 — 7)v' (w + 2a)
Para que o = 0 sea un éptimo debe verificarse que U’(0) < 0. Esto ocurre si y sélo si

-0’ (w) 4+ 2(1 — m)v' (w) = v (w)(2 — 3m) <0



2
T™> -
-3
Para que av = w sea un éptimo debe verificarse que U'(w) > 0. Esto ocurre si y sélo si
—mv'(0) + 2(1 — m)v' (3w) > 0

es decir, si y sélo si
20’ (3w)
r< 22\
— v'(0) 4+ 20" (3w)
(b) Aplicando la condicién de primer orden U’'(a) = 0 a la funcién de utilidad

o(@) = Va

T 2(1—m)
Vw—a V¥ 2a

obtenemos la ecuacion

es decir

w2 4(1—m)?

w— o w + 2c

Despejamos « y obtenemos

32 —8r+4 32 —8r 44
= w
672 — 81 + 4

a(w) = w =
(w) 212 +4(1 —m)?
El denominador es positivo para todos los valores de 7. Las raices del numerador son

__8E VBT a8 _
=y

2
37
por tanto el signo del numerador es

>0 si0<n1t<2/3
32 _gpp4 =0 S0=TS2/5
<0 si2/3<w<1.
Recordando el apartado anterior, vemos que,

0 si2/3<w<1.
y, por tanto,
a(w)es creciente en w
a(w)/wes constante en w

Los coeficientes de aversién absoluta y relativa al riesgo son

. __,Ul/(x) :i
Ra(2) = v'(x) 2z
x __xv”(x) :l
B (@) = v'(z) 2

Como el coeficiente de aversiéon absoluta al riesgo es decreciente, la cantidad que el agente invierte en el
activo de riesgo es creciente con la renta. Y como el coeficiente de aversion relativa al riesgo es constante,
la fracciéon de la renta que el agente invierte en el activo de riesgo es constante.

(5) (1 punto)
Consideremos una economia con 2 periodos, 2 agentes, 1 bien y 2 estados en el segundo periodo, t = 1. La
funcién de utilidad de los agentes es
iy, @) = whu(ey) + (1 —7)u(esy) i=1,2
con )
1>7t> 3> ™ >0
No hay incertidumbre agregada y los agentes son aversos al riesgo. Probar que en un equilibrio de Arrow-

Debreu se verifica que
Ty > 1wy, 11 < T3



Los 6ptimos de Pareto verifican la ecuacién

g (1) m2up(27)

(1 —ahuy(zy) (1 —7x2)uj(a3d)
Sea w los recursos agregados de los agentes en cualquiera de los dos estados (no depende del estado, ya que
no hay incertidumbre agregada). Como 7 > 72 > 0 y por tanto,
1 1
11—t = 1—72

tenemos que

>
1—7l " 1—72
por lo que debe verificarse que
u

/
1
/
Uy

Supongamos que x% < x% Entonces, w — x% >

De aqui obtenemos que

up(eh) _ whad)

uy(z3) ~ up(a3)
lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, debe verificarse que 1 > z3 y, por tanto, 27 = w—z} < w—z} = 23.
(1 punto)
Supongamos que G es una loteria compuesta, en la que primero jugamos la loteria F' y después otra loteria H
con valor esperado

/ zdH(z) =0
Probar que F' domina a G estocasticamente de segundo orden.

Sea v un agente averso al riesgo (o0 sea, v es céncava). Entonces
o(G) = /v(m) dG(x) = /(/v(fc +2)dH(z))dF(z) < (porque v es céncava)
< /v(/(x +2)dH(z))dF (z) = /v(x)dF(x) = ¢(F)

es decir, todo agente averso al riesgo prefiere I’ a G.
Por tanto, F' domina a G estocédsticamente de segundo orden.



