April 15, 2009

CAPITULO 4: DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

En este capitulo D denota un subconjunto abierto de R™.

1. INTRODUCCION

Definiciéon 1.1. Dada una aplicacién f : D — R, definimos la derivada parcial

segunda de f como
o’ f o [ 0f

De forma andloga, podemos definir las derivadas de orden superior.

Ejemplo 1.2. Consideremos la funcién

flx,y,2) = zy? + e

entonces
af .2 zT % _ g _ zT
o (z,y) =y* + ze By (z,y) = 2zy P (z,y) = ze
y por ejemplo
an 2 zx 82f zZx 82f zZx
axax('r7y)_z € axaz(ny)_xe %(1‘7?/)_'1:6
Vemos que
0% f 0% f

Se puede comprobar que esto se verifica para todas las variables

Pl o=l EL =Py
0xdy Y © Oyox Y Oy0z Y 020y Y

Ejemplo 1.3. Consideremos la funcién

zy(@®=y®) .
fay) =4 = S@y) #(0,0)
07 S1 (I’y): .

La gréafica de esta funcién es la siguiente
1
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Se comprueba facilmente que si (x,y) # (0,0),

af oty + a2y — P af 2° — da3y? — xyt
_(x)y): 2 212 _(l',y): 2 2N\ 2
Ox (x2 4+ y?) Ay (x2 4+ y?)
y que
of of
—(0,0)=0 —(0,0)=0
Z0.0-0 .0
Entonces
o°f @0 =G0 .
Booy 0 = limy z—0 =lg 2 =1
y
0*f a2(0,) — 32(0,0) -
_ 1 ox ) ox ) o 1 _J _ _1
Oyox (0,0) ot y—0 oty y
por lo que
0 f 0*f
5oy 020 # 50-(0.0)
Por otra parte, se puede comprobar que si (z,y) # (0,0) entonces
0% f 0% f
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El siguiente resultado proporciona condiciones suficientes bajo las cuales las
derivadas cruzadas coinciden.

Teorema 1.4. (Schwarz) Supongamos que para algin 4,j = 1...,n las derivadas
parciales

of of of o
82& ’ 6@6:0] ’ 8:L'j ’ 656]817,
existen y son continuas en una bola B(p,r) con r > 0. Entonces,
0*f o) = 0’ f
8Z‘i6$]‘ a 83078:5,

z)

para cada x en la bola B(p,r).

Definicién 1.5. Sea D un subconjunto abierto de R™ y f: D — R. Decimos que
f es de clase
e CY(D) si todas las derivadas parciales gT{i de f existen y son continuas en
D paratodot=1...,n.
e C?(D) si todas las derivadas parciales de f existen y son de clase C'(D).
e C*(D) si todas las derivadas parciales primeras

of
8CEZ'

de f existen y son de clase C*~!(D) para todoi=1...,n.
Escribimos f € C*(D).

Definicién 1.6. Sea f € C?(D). La matriz Hessiana de f en p es la matriz

0% f
D? flp)=Hf(p) = <8$i8$]‘ (p)),~7j=1,4..,n

Observacion 1.7. Por el teorema de Schwarz, si f € C?(D) entonces la matriz
H f(p) es simétrica.

2. EL TEOREMA DE LA FUNCION IMPLICITA

En esta seccion vamos a estudiar sistemas de ecuaciones no lineales. Por ejem-
plo,

(2.1) 24z = 1
3x+2y+z2 = 3

En general, es muy dificil probar que existe solucién (y no siempre existe) o
resolver de manera explicita estos sistemas. Sin embargo, en Economia ocurre a
menudo que el modelo que estamos estudiando aparece descrito por un sistema de
ecuaciones como, por ejemplo, el sistema 2.1. Y nos gustaria poder decir algo sobre
como depende la solucién respecto de los pardmetros. En esta seccién estudiamos
esta pregunta.

En primer lugar observemos que un sistema de m ecuaciones y n incognitas se
puede escribir de la forma
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f1 (u) = 0
f2 (u) = O
fmw) = 0

donde u € R™ y f1, fa,..., fm : R" — R. Por ejemplo, el sistema 2.1 se puede
escribir como

o

fi(w)
f2(u)

o

con fi(z,y,2) =2+ ze®¥ +2—1y fo(z) =3z +2y + 2 — 3.

Una primera cuestién es como son las soluciones del sistema 2.1. Compara-
ndo la situacién con un sistema lineal deberiamos esperar que podemos despejar
dos variables en funcién de un parametro, ya que hay 2 ecuaciones y 3 variables.
Supongamos, por ejemplo que queremos despejar y, z como funciones de x. Esto
puede ser complicado y en la mayoria de los casos imposible. En esta situacion, el
teorema de la funcién implicita,

e proporciona condiciones bajo las cuales podemos garantizar que el sis-
tema 2.1 tiene solucién, en el sentido de que determina dos funciones y(z)
y z(z) que satisfacen las ecuaciones 2.1, incluso aunque no sepamos c6mo
se calculan esas funciones.

e cuando el sistema de ecuaciones 2.1 tiene solucién nos permite encontrar
una expresién para y'(z) y 2’(z), incluso aunque no sepamos calcular y(z),

Vamos a considerar un sistema de ecuaciones

(2.2) f1(u,v)
f2 (ua ’U) =
fm(u,v) = 0
donde u = (uy,...,u,) € R™ son las variables independientes y v = (vy,...,0m) €
R™ son las variables que queremos despejar! v fi, fo,..., fm : R» x R™ - R. A
este sistema le asociamos la expresién siguiente
% e é”i
v Vim
a(flaf?w"afm.)i .1 .
= det : :
8(’1}1,...,’Um> Ofom Ofm
v T DV

Por ejemplo, para el sistema 2.1

8(f17f2) Zdet( xze® e + 1 > = pze®¥ — 2%V _ 2

d(y,2) 2 1

1En el gjemplo2.ln=1,m=2, u=z,v=(y,2).
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Teorema 2.1 (Teorema de la funcién implicita). Supongamos que las funciones

fi,f2, s fm : R® X R™ — R son de clase C' y que existe un punto (ug,vg) €
R™ x R™ que verifica
(1) fi(uo,v0) = fa(uo,v0) =+ = fm(uo,v0) =05y
(2)
a(f17f2a"'afm)
0
8(1}17 cee avm) (UO’UO) 7&

Entonces, existen conjuntos abiertos U C R"™ y V. C R™ y unas funciones
Ji,---9m : U — R tales que
(1) ug €U, vg € V.
(2) para todo u € U,

fl(u’gl(u)""vgm(u)) = f2(u’gl(u)7"'7gm(u)) == fm(u?gl(u)7"'7gm(u)) =0

3) SiueUywv=(v1,...,0n) €V verifican el sistema f;(u,v) = fo(u,v) =
o= fm(u,v) = 0 entonces v1 = g1(u), ... Vm = gm ().
(4) Las funciones gi1,...¢gm : U — R son diferenciables y para cada i =

1,2,....myj=1,2,...,n se verifica que
ag’b o a(fhf?v"'afm) 8(f17f23"'7fm)
(2.3) =—
8Uj 8(1}1,...,Ui_l,Uj,Uz'+1,...,Um) 8(1}1,...,1}m)
Observacion 2.2. De manera explicita,
% 83f1 gﬁ 83f1 gi
V1 vi—1 T Vit1 Um,
a(flaf?a"'afm) — det !
O (V1,0 Vi1, 5 Vig1s - - Umn) i o ofn  Bh i
81}1 avi71 (9$j 37}i+1 8Um,

Observacion 2.3. La conclusién del Teorema de la funcién implicita se puede enun-
ciar de la siguiente manera,

(1) Las funciones
21 =g1(u), 22 = g1(u), ., Zm = gm(u)

son una solucién del sistema de ecuaciones 2.2.
(2) Las derivadas de las funciones ¢1,...gm : U — R se pueden calcular
derivando el sistema de ecuaciones 2.2 y aplicando la regla de la cadena.

Observacion 2.4. Aplicando sucesivamente el Teorema de la funcién implicita se
pueden calcular también las derivadas de orden superior de las variables depen-
dientes.

Ejemplo 2.5. Vamos a aplicar el Teorema de la funcién implicita al sistema de
ecuaciones

(2.4) P+ zeW+z =
3xr+2y+2z = 3

En primer lugar observamos que x = 1, y = z = 0 es una solucién del sistema. Por
otra parte, ya hemos visto que

d(f1, f2) . xze®™ e +1

= (xze™ — 2e™ — 2)|

z=1,y=2=0

rz=1,y=2=0 =

440
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El Teorema de la funciéon implicita garantiza que se pueden despejar las variables
y y z como funciones de x para valores de x cercanos a 1. Ademds, derivando
respecto a x en el sistema obtenemos

(2.5) 2z +2'e™ + z(y+ay)e™ + 2 =
3+2y +2 =
Ahora sustituimos z = 1,y = 2 = 0,
(2.6) 24+2/(1) = 0
3+2y(1)+2'(1) = 0
con lo que 2/(1) = /(1) = —1. Podemos calcular esto de otra manera utilizando la

férmula 2.3,

9(f1.f2) A
y’(l):—M:Edet 2z +yze™ " 41 e
—4 4 3 1 g0 1
y
9(f1,f2)
Z(1) = _M — 1 det xze®™ 2z + yze™ 4 _
—4 4 2 3 e tyeso 1

Para calcular las derivadas segundas y”(z) y 2”(x) derivamos cada ecuacién del
sistema 2.5 respecto a x. Después de simplificar obtenemos

2+ 2"e™ 422 (y + xy)e™ + 22y + 2y )e™ + 2(y + xy)e™ + 2 = 0
20" +2" = 0
y sustituyendo z = 1,y(1) = 2(1) =0, 2/(1) = ¢/(1) = -1
2+22"(1) = 0
2y () +2"(1) = 0
y de aqui vemos que 2" (1) = —1, y”(1) = 1/2. Derivando sucesivamente podemos

obtener las derivadas de cualquier orden z(™ (1), y(™(1).

Ejemplo 2.6. Consideremos el modelo macroeconémico

(2.7) Y = C+I1+G
C o= fY-T)
I = h(r)
r = m(M)

donde las variables son Y (la renta nacional), C' (consumo), I (inversién) y r (la
tasa de interés) y los pardmetros son M (la oferta monetaria), T (los impuestos
recaudados) y G (el gasto piblico). Suponemos que 0 < f/(z) < 1. Calcular

ay 9y 9y

oM’ 9T’ 9G

El sistema puede escribirse como

fi = C+I+G-Y =0
fo = fY=T)=C=0
f3 = h(T)—IZO

fa = m(M)-r
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En primer lugar calculamos

a(f17f23f37f4)
9(Y,C,1,r)

= det

-1

'Y -

0
0

1 1 0
TY -1 0 0 /
0 0 -1

Por el Teorema de la funcién implicita el sistema 2.7 define implicitamente a Y,
C, Iy r como funciones de M, T y G. (suponemos que el sistema tiene alguna
solucién). Derivando en 2.7 respecto a M obtenemos

Despejando obtenemos

Derivando en 2.7 respecto a T’ obtenemos

Despejando obtenemos

Derivando en 2.7 respecto a G obtenemos

Despejando obtenemos

oy _ ac o1
OM ~— OM oM
oc oYy
o~ T Tan
o ., L Or
o~ g
or ,
o~ D)
oY W(r)m/(M)
OM 1—f/(Y-T)

oy o o1

or 9T  oT

ac oy

7 = f(Y—T)(afT—l)
or  , [0r

ar — "Uar
or

o = 0
a  —fY-T)
o 1—f(Y-T)
G oG oG
ac oy
e - f(Y—T)%
o ., | 0r
aa — "
or
G = O
y 1
T — 1— fI(Y = T)
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Ejemplo 2.7 (Curvas de indiferencia). Supongamos que hay dos bienes y un con-
sumidor tiene unas preferencias representadas por la funcién de utilidad u(z,y).
Las curvas de indiferencia del consumidor son los conjuntos

con C' € R. Supongamos que la funcién u(z,y) es diferenciable y que

ou ou
%>O 87/>0

Aplicando el Teorema de la funcién implicita, vemos que la ecuacién
u(z,y) =C
define a y como una funcién de x. El conjunto
{(z,y) eER?*: 2,y >0, u(z,y)=C}

se puede representar como la gréfica de la funcién y(x).

y(x)

y(a)

{(xy)uxy)=C}

Derivando implicitamente, podemos calcular la derivada 1’
ou Ou ,
e i =0
ox * az” (z)

por lo que
J(2) = — Ou/ Ox
ou/ Oy
Vemos que y(z) es una funcién decreciente. El valor absoluto de y'(z) (es decir el
valor absoluto de la pendiente de la recta tangente a la curva de indiferencia) es la
relacién marginal de sustitucién del consumidor. Por tanto, definimos la relacion
marginal de sustitucion del consumidor como la cantidad
= gu/ O (z,y)
u/ Oy
Supongamos que un consumidor puede consumir la cesta de bienes (a,b = y(a)).
Recordando la interpretacién de derivada y'(a), vemos que la relacién marginal de
sustitucién RMS(a, b) de ese agente mide (aproximadamente) la cantidad méxima
de bien y a la que el agente estaria dispuesto a renunciar a cambio de poder consumir
una unidad adicional de bien x.

RMS(z,y)
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Por ejemplo, si el consumidor tiene una funcién de utilidad Cobb-Douglas u(x,y) =
z2y*, la relacién marginal de sustitucién es
ou/ox  2axy* Y
RMS(z,y) = =—" ==
(@,9) ou/dy  4x2y3 2z
Por otra parte, recordemos que la pendiente de la recta tangente a la grafica de
y(z) en el punto (a,y(a)) es y'(a). Es decir, el vector director de la recta tangente a
la grafica de y(z) en el punto (a,y(a)) es el vector (1,4’ (a)). Realizando el producto
escalar de este vector con el vector gradiente de u en el punto (a,y(a)) obtenemos

o (1,¢/(a)) - Vu(a, y(a)) = <1’_ ngD ' (gzgg) -

Con esto hemos comprobado otra vez que el vector gradiente Vu es perpendicular
a la recta tangente a la curva de indiferencia del consumidor.

y(X)

U u(a,y(a))

y(@)

{(xy)uxy)=C}

Ejemplo 2.8. Supongamos que hay dos bienes y un consumidor tiene unas prefe-
rencias representadas por la funcién de utilidad u(x,y). Si los precios de los bienes
SON P ¥ Dy, consumir la cesta (z,y) le cuesta al agente

P2T + Dyy
Si su renta es I entonces debe verificarse que
P +pyy =1

Esto equivale a decir que si el agente compra z unidades del primer bien, entonces
puede consumir como mucho

con lo cual su utilidad seria

(2.8) u (:r, I pzx)
Py Dy

En Teoria Econdmica se supone que el agente elige la cesta de bienes (z,y) que
le proporciona una utilidad mayor. Es decir, el agente maximiza la funcién 2.8.
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Derivando implicitamente respecto a x obtenemos que

0 ou py
(2.9) guv 9Pz _
Ox Oy py
Es decir, la condiciéon de primer orden es
RMS(z,y) = Pa
Dy

esta ecuacion junto con la restriccién presupuestaria
pe +pyy =1
determina la demanda del agente.

Por ejemplo, si las preferencias del agente se pueden representar por una funcién
de utilidad Cobb-Douglas

u(z,y) = a?y
la RMS es 5 5
LY Y
RMS(z,y) = — = —
(@)= — =~
v la demanda del agente esta determinada por el sistema
o
x Dy
pe +pyy = 1
de aqui obtenemos las funciones de demanda del agente
21
o> Pys L =
2(Pas Py, 1) 30
I
Y(Das y, 1 e
(Pas Py, 1) 3

Ejemplo 2.9 (Isocuantas y la relacién marginal de sustitucién técnica). Supongamos
que una empresa utiliza la funcién de produccién Y = f(x1,22) donde (z1,x2) son
las unidades de factores utilizadas en la elaboracién de Y unidades del producto.
Dado un nivel de produccién g fijo, la isocuanta correspondiente es el conjunto de
nivel

2, _ -
{($1,$2>€R '$17x2>0a f($1,$2)—y}
De manera andloga al ejercicio anterior, vemos que sobre la isocuanta podemos
escribir xo como una funcién de x; y que

8f/ 8.131
! [ ——
1‘2(.131)— 8f/8x2
La relaciéon marginal de sustitucion técnica se define como

. _
RMST = —z5(x1) a7/ 0w

. . . - 1/3 1/2
Por ejemplo, si la funcién de produccion de la empresa es Y = 931/ x2/ entonces

la relacién marginal de sustitucién técnica es

sy = O/ 0wy _ oy Py omy
OY [0~ 1,173,177 3,
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3. APROXIMACIONES DE TAYLOR DE PRIMER Y SEGUNDO ORDEN

Definicién 3.1. Dada una funcién f € C*(D), p € D, el polinomio de Taylor de
grado 1 en el punto p es

Pi(z) = f(p) + Vf(p)- (z —p)

Observacion 3.2. Si f(z,y) es una funcién de dos variables y p = (a, b) el polinomio
de Taylor de grado 1 para la funcién f alrededor del punto p = (a, b) es el polinomio
0 0
Pile.y) = f(ab) + G (@b~ o)+ 2 @ by b
Definicién 3.3. Si f € C?(D) se define el polinomio de Taylor de grado 2 en el
punto p como

Pow) = F(0)+ () -(v—p)+ 5 (x—p) H f(p) a—p) = Pi(x)+ 3 (a—p) B (p) ()

Observacion 3.4. Si f(x,y) es una funcién de dos variables y p = (a, b) el polinomio
de Taylor de grado 1 para la funcién f alrededor del punto p = (a, b) es el polinomio

Py(zy) = f(avb)+%(aab)(x—a)Jr%(a,b)(y—b)Jr
0 0? 52
% <8x5fx (2 —a)f*+ 263:8fy (@—a)ly =)+ ayafy (y - b>2>

Observacion 3.5. Estas son buenas aproximaciones de f(x) en el sentido de que si
f es de clase C*(D), entonces,

@) P
a=p |z —p

y si f es de clase C%(D), entonces,
i £ @) = Pala) _

a=p |z —pl

4. FOrRMAS CUADRATICAS

Definicién 4.1. Una forma cuadratica de orden n es una funcién @ : R™ — R de
la forma

n
Q(xl,xg,...,mn) = E Qi T4 5
ij=1
con a;; € R paratodo¢,7=1,...,n

Ejemplo 4.2. Q(x,y,2) = 2% — 2xy + 4wz + 6yz + 522

Observacion 4.3. Una forma cuadratica puede expresarse utilizando el producto de
matrices. Por ejemplo,

8]

P
Qr,y,2)=(x y 2)[-1 0 3] |y|=2a—22y+4xz+6yz+ 52
3 5
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En general, es posible hacer esto de muchas maneras. Por ejemplo, la forma
cuadratica anterior puede expresarse también como
1 -2 1 T

Q(m,y,z):(x y z) 0 0 4
3 2 5 z

<

(La condicién es que
rAx' = xBa'

si a;; + aj; = b;; + b;; para todo i,j =1,2,...,n)

Pero observemos que, si exigimos que la matriz A sea simétrica, entonces existe
una tnica manera de expresar Q(z) de la forma Q(z) = zAzt. Formalmente,

Proposicion 4.4. Toda forma cuadratica @@ : R" — R, puede ser expresada de
manera tnica como Q(z) = zAx! con A = A', una matriz simétrica.

Observacion 4.5. Observamos que la matriz simétrica
A = (aij)
se corresponde de forma tnica con la forma cuadratica
n n
2
Qz) = E a;jTiT; = E a; T + 2 E T,
ij=1 i=1 1<i<j<n
Identificaremos la forma cuadratica Q(x) = zAz' con la matriz A.
4.1. Clasificacion de las formas cuadraticas.

Definicién 4.6. Una forma cuadratica @ : R — R es

(1) Definida positiva si Q(x) > 0 para todo = € R", = # 0.
(2) Definida negativa si Q(z) < 0 para todo x € R™, z # 0.
(3) Semidefinida positiva si @Q(x) > 0 para todo x € R" y Q(z) = 0 para algin

x # 0.
(4) Semidefinida negativa si @Q(x) < 0 para todo x € R™ y Q(x) = 0 para algin

x # 0.
(5) Indefinida si hay dos puntos x,y € R" tal que Q(z) > 0y Q(y) < 0.

Ejemplo 4.7. Q1(z,y, z) = 22 + 3y + 22 es definida positiva.
Ejemplo 4.8. Q(z,y,2) = —22% — y? es semidefinida negativa.
Ejemplo 4.9. Q3(z,y) = —22% — y? es definida negativa.
Ejemplo 4.10. Q4(z,y,2) = 2% — y? + 32? es indefinida.

Las formas cuadraticas anteriores son faciles de clasificar porque estan en forma
diagonal, es decir,

1 00 -2 0 0
Qa0 3 0] Qa0 -1 0
0 01 0 0 O
P 1 0 0
Q3<:>(O 1) Qs |0 -1 0
0 0 3
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Proposicion 4.11. Consideremos la matriz

A 0 0 - 0
0 X 0 -+ 0
A= . .
0 0 0 An

Entonces la forma cuadratica
Q(z) = Az = \w? + Noxs + -+ N2
es,
(1) definida positiva si y sélo si A; > 0 para todo i =1,2,...,n.
(2) definida negativa si y sélo si A; < 0 para todo i =1,2,...,n.
(3) semidefinida positiva si y s6lo si \; > 0 para todo i = 1, 2 nmy =0
para algin k =1,2,...,n
(4) semidefinida negativa si y sélo si \; <0 paratodoi=1,2,...,ny Ay =0
para algin k =1,2,...,n
(5) indefinida si y sdlo si existe algin A; > 0 y algin \; < 0.

Vamos a estudiar algunos métodos para determinar si una forma cuadratica es
definida/semidefinida positiva/negativa o indefinida. Estén basados en hacer un
cambio de variables, de forma que, con las nuevas variables, la matriz asociada a la
forma cuadrética estd en forma diagonal. Sea

ailx a2 - Q14
12 Q22 - A4
A:
A1ln Q2n " Ann
una matriz simétrica y
ail; a2 ais
Dy = Dy = | 9121 p.— Dn=|A
1= a11, 2 = s 3 = |12 Q22 A23|, ..., n—\ |
a21 Aa22

a13 ag3 G33
sus menores principales. Supongamos que
Dl #OaDZ #07"'7Dn—1 7&0

Entonces, existe un cambio de variable Tz = z tal que la forma cuadrética

Q(z) = vAx"
se convierte en
- Do D3 D
—D - =2 n_,2
Q(z) 127 + D 75 + Dy B4+ Dn71zn

De esta expresion de @) se obtiene facilmente un criterio para clasificar formas
cuadraticas.

Proposicién 4.12. Supongamos Q(z) = vAz' con A una matriz simétrica y su-
pongamos que |A| = D,, # 0. Entonces,
(1) la forma cuadrética Q(x) es definida positiva si y sélo si D; > 0 para cada
i=1,2,...,n
(2) la forma cuadrética Q(x) es definida negativa si y sélo si (—1)*D; > 0 para
cadat=1,2,...,n
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(3) si (1) y (2) no se cumplen, entonces @ es indefinida.

La anterior proposicién es valida cuando |A| # 0. ;Qué podemos decir si |A| = 0?
La siguiente proposicion proporciona una respuesta para algunos casos.

Proposicién 4.13. Supongamos Q(z) = rAz' con A una matriz simétrica y su-
pongamos que |A| = D,, =0,Dy #0,D3 #0,...,D,_1 # 0. Entonces,

(1) laforma cuadratica Q(x) es semidefinida positiva siy sélosi Dy, Da, ..., Dy_1 >
0;

(2) la forma cuadrética Q(x) es semidefinida negativa siy sélo si D; < 0, Dy >
0,....(=1)" 1Dy, 1 > 0;

(3) en todos los demas casos, la forma cuadrética Q(z) es indefinida.

A continuacién se presentan algunos ejemplos de qué cosas se pueden hacer
cuando D,, = 0 y ademds alguno de los menores principales Dy, ..., D, también
se anula.

Ejemplo 4.14. Consideremos la matriz
1 00
A=1(0 0 O
0 0 a

Observamos que D1 = 1,Dy = D3 = 0. Por lo que la forma cuadratica asociada
es semidefinida positiva si a > 0 e indefinida si ¢ < 0. Sin embargo, no es posible
determinar esto usando directamente los criterios anteriores. En cambio podemos
observar que si intercambiamos las variables y y z, entonces la matriz asociada se
convierte en
1 0 0
A=(0 a O
0 0O

y podemos utilizar la anterior proposicién. Este resultado se presenta de manera
formal en el siguiente comentario.

Definiciéon 4.15. Un menor es central si incluye las mismas filas y columnas.
Por ejemplo el menor

a11  ais
asy ass

es un menor central, porque incluye las filas y columnas 1 y 3. Pero el menor

a11 a2
az;  as2

no es central, porque incluye las filas 1 y 3 y las columnas 1 y 2.

Proposicion 4.16. La proposicién 4.13 se cumple si sustituimos la cadena de
menores principales por otra cadena formada por menores centrales.

Observacion 4.17. Los criterios que hemos estudiado son especialmente utiles en
matrices simétricas de orden 2 x 2. Por ejemplo si A es de orden 2 x 2 y |A] < 0,
entonces la forma cuadrética asociada es indefinida. ;Por qué?
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5. CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD
En esta seccién asumimos que: D C R™ es un conjunto abierto y convexo.

Definicién 5.1. Decimos que

(1) f es cédncava en D si para cada A € [0,1] y cada x,y € D tenemos que

f(Az+ (1 =Ny) = Af(z) + (1= N f(y)

(2) f es convexa en D si para cada A € [0,1] y cada z,y € D tenemos que

f(Qz+ (1 =Ny) <Af(z)+(1-=Nf(y)
Observacion 5.2. f es convexa en D siy s6lo si —f es concava en D.

Definicién 5.3. Decimos que

(1) f es estrictamente céncava en D si para cada A € (0,1) y cada z,y € D,
T # y tenemos que

F(Az+ 1 =Ny) > Af(z)+ (1 =) f(y)

(2) f es estrictamente convexa en D si para cada A € (0,1) y cada z,y € D,
T # y tenemos que

F(Az+ 1 =Ny) <Af(@)+ (1 =N f(y)

Observacion 5.4. f es estrictamente convexa en D siy sélo si —f es estrictamente
céncava en D.

Proposicion 5.5. Sea D un conjunto abierto y convexo de R™. Entonces,

(1) f es céncava < el conjunto {(z,y) : x € D,y < f(z)} es convexo.

(2) f es convexa < el conjunto {(z,y) : x € D,y > f(x)} es convexo.

(3) f es estrictamente convexa < el conjunto {(z,y) : z € D,y > f(x)} es
convexo y la grafica de f no contiene segmentos.

(4) f es estrictamente céncava < el conjunto {(z,y) : x € D,y < f(x)} es
convexo y la grafica de f no contiene segmentos.

(5) Si f es convexa, entonces el conjunto {x € D : f(z) < a} es convexo para
todo v € R

(6) Si f es céncava, entonces el conjunto {x € D : f(x) > a} es convexo para
todo a € R

Ejemplo 5.6. f(x,y) = 22 + y? es estrictamente convexa.
Ejemplo 5.7. f(x,y) = (x — y)? es convexa, pero no estrictamente convexa.

Observacion 5.8. Las condiciones (5) y (6) son necesarias pero no suficiente. Por
ejemplo, cualquier funcién monénona f : R — R satisface que ambos conjuntos

{reD:flx)<a} y {reD:flzx)>a}

SO1 CONVexos.
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6. CONDICIONES DE PRIMER ORDEN

Supongamos que f : R™ — R es céncava y diferenciable en un conjunto con-
vexo Dj; entonces, el plano tangente a la gréfica de f en p € D estd por encima
de la grafica de f. Recordemos que el plano tangente es el conjunto de puntos
(1, Ty, Tne1) € R™L que satisfacen la ecuacién,

Tpt1 = f(p) +VI(p) - (z —p)

Por lo tanto, si f es diferenciable y céncava en D, tenemos que,

f(x) < f(p) +Vf(p)-(x—p)

para todo x € D.

Proposicién 6.1. Supongamos que f € C'(D). Entonces,

(1) f es coéncava en D siy sélo si para todo u,v € D tenemos que

fw) < fw) +Vfv) (u—0)
(2) f es estrictamente céncava en D si y sélo si para todo u,v € D con u # v
tenemos que

flu) < f(0) + Vf(v) - (u—v)
Existe un enunciado andlogo para funciones convexas.

Proposicién 6.2. Supongamos que f € C'(D). Entonces,

(1) f es convexa en D siy sélo si para todo u,v € D tenemos que

f(u) = f(v) + Vf(v) - (u—v)

(2) f es estrictamente convexa en D siy sélo si para todo u,v € D con u # v
tenemos que

f(u) > fv) + V() (u—0)
7. CONDICIONES DE SEGUNDO ORDEN PARA CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD

Proposicién 7.1. Sea el conjunto D C R™ abierto y convexo. Sea f € C?(D), y
H f(p) la matriz Hessiana de f en p. Entonces,

(1) f es coéncava en D si y sélo si para todo p € D, H f(p) es semidefinida
negativa o definida negativa. Es decir, f es céncava en D si y sélo si para
todop € Dy x € R, tenemos x - H(p)z < 0.

(2) f es convexa en D siy sélo si para todo p € D, H f(p) es semidefinida
positiva o definida positiva. Es decir, f es convexa en D si y sélo si para
todo p € Dy x € R", tenemos z - H(p)z > 0.

(3) Si H f(p) es definida negativa para todo p € D, entonces f es estrictamente
céncava en D.

(4) SiH f(p) es definida positiva para todo p € D, entonces f es estrictamente
convexa en D.

Observacion 7.2. Es posible demostrar que si f es estrictamente convexa, en-
tonces H f(x) es definida positiva excepto en un conjunto “pequenno”. Por ejemplo,
f(x,y) = 2% + y* es estrictamente convexa y

1222 0
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es positiva definida si zy # 0, es decir, es positiva definida en todo R? excepto en
los dos ejes {(z,y) € R? : 2y = 0}. Para los puntos sobre los dos ejes (el conjunto
de (x,y) € R? tal que zy = 0) la matriz Hessiana es semidefinida positiva.

8. APLICACIONES A CONJUNTOS CONVEXOS

Proposicion 8.1. Si Xq,..., X} son subconjuntos convexos de R™, entonces X7 N
X5 N ---N Xy también es un conjunto convexo.

Ejemplo 8.2. Utilizando la teoria explicada en este capitulo razonar por qué el
conjunto {(x,y) € R? : 32% + 10y* < 10,z > 0,y < 0} es convexo.

Ejemplo 8.3 (Concavidad, convexidad y preferencias). En el ejemplo 2.7 consider-
amos un consumidor cuyas preferencias (sobre dos bienes) estdn representadas por
la funcién de utilidad w(z,y). Las curvas de indiferencia del consumidor son los
conjuntos

{(z,y) eR?* 12,y > 0, u(z,y) =C}
con C € R. Supongamos que la funcién u(z,y) es diferenciable y que

ou ou
%>0 8—y>0

Aplicando el Teorema de la funcién implicita, vemos que la ecuacién
u(z,y) =C
define a y como una funcién de z. El conjunto
{(z,y) ER?*: 2,y >0, u(z,y)=C}

se puede representar como la grafica de la funcién y(z). Y derivando implicitamente
la ecuacién u(x,y) = C podemos calcular la derivada y'’

ou Ou , .

Aplicando de nuevo el Teorema de la funcién implicita obtenemos una ecuacién
para la derivada segunda 3"

0%u 0%u 9%u

ou
2 / / 2 dv
0xdx + axayy (z) + 0ydy (v'(x) ox

y'(z) =0

(8.1)

Una de las hipétesis estdndar en Teoria Econémica es que el conjunto formado
por las cestas preferidas a una dada es un conjunto convexo. En términos de la
funcién de utilidad esto se traduce en que el conjunto

{(@y) eR? 12,y >0, u(z,y)>C}

€S convexo.
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y(x)

{(xy)ruxy)>= C}

Por la proposicién 5.5, una forma de garantizar que el conjunto {(z,y) € R? :
z,y >0, u(x,y) > C} es convexo serfa asumir que la funcién u(z,y) es concava®.
Supongamos que la funcién u(x,y) es céncava y de clase C2. De acuerdo a la
definicién de concavidad, esto significa que para todo h,k € R se verifica que

0%u 0%u 0%u
h? +2 hk + k? <0
0x0x 0x0y oydy —

Si en esta ecuacién tomamos h = 1, k = y'(x) obtenemos que
0%u 0?%u 0%u
—— +2 "(z) +
Ox0x 8x8yy (@) Oydy

y despejando y” en la ecuacién 8.1 obtenemos

82 82 62 2

y'(z) = — oads + 25a8yY (¥) + 3,5, (V'(2))
Ou/ Oz
es decir la funcién y(z) es convexa, por lo que y”’ (z) es creciente. Como RMS(z,y(z)) =

—y'(z), vemos que si las preferencias del consumidor son convexas su relacién mar-
ginal de sustitucién es decreciente.

(¥'(2))” <0

>0

2Sin embargo, que el conjunto {(z,y) € R? : 2,y > 0, wu(zx,y) > C} sea convexo no implica
necesariamente que la funcién u sea céncava



