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CAPITULO 3: DERIVADAS PARCIALES Y DIFERENCIACION

1. DERIVADAS PARCIALES Y FUNCIONES DIFERENCIABLES
En este capitulo, D denota un subconjunto abierto de R".

Definicién 1.1. Consideremos una funciéon f: D - Ryseape D, i=1,--- n.
Definimos la derivada parcial de f en el punto p respecto a la variable i-ésima como
el limite (si existe)

of f(p+te) — f(p)

81‘1‘ (p) - th—% t
donde {ey,...,e,} es la base candénica de R™ definida como

ei=( 0,...,0 ,i, 0,...,0 )
—— ——
i—1 elementos n—i elementos

Por ejemplo, en R? la base candnica es

€1 = (17 O)
€y = 07 1
y en R3 la base candnica es
€1 = (la Oa O)
es = (0,1,0)
es = (0,0,1)

Observacién 1.2. Cuando n = 2, en la definicién anterior escribimos

p:(xvy)’ f(l‘,y):RQ—)R

y utilizamos la notacion,

0
Y (r,y) = lim
af

By (z,y) = lim

De la misma forma, cuando n = 3 escribimos
p=(2,9,2)

y utilizamos la notacion

a J—
87]0(377%2)_}% f(x—'_t?yazi f(x7yuz)
(¢,y,2) = lim f(x’y“Lthi—f(ﬂJ,y,Z)
)
t
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Ejemplo 1.3. En economia, las derivadas parciales de una funcién de utilidad
se denominan ‘utilidades marginales’, las derivadas parciales de una funcién de
produccién se denominan ‘productividades marginales’.

Consideremos, por ejemplo la funcién de produccién Cobb-Douglas

f(K,L) =5KY312%?

donde f es el nimero de unidades producidas, K es el capital y L es el trabajo.
Es decir, la formula anterior significa que si utilizamos K unidades de capital y L
unidades de trabajo, entonces se producen f(K,L) = 5K1/312/3 unidades de un
articulo. Las constantes A =5, « = 1/3 y 8 = 2/3 son pardmetros de la tecnologia
de produccién.

Las ‘productividades marginales’ del capital y del trabajo son

of 5 2
~J —_ K /3L2/3
oK
of 10 /3, _
— = K /3L 1/3
oL 3
La productividad marginal del trabajo,
of
— (K, L
aL ( ? )

se interpreta en economia como una aproximacion a la variacién en la produccién
del articulo cuando pasamos de utilizar K unidades de capital y L unidades de
trabajo a utilizar una unidad mas L + 1 de trabajo y las mismas unidades K de
capital que antes.

Vemos que la productividad del trabajo y del capital es positiva. Es decir si
utilizamos mds trabajo y/o mds capital, aumenta la produccién. Por otra parte,
la productividad del trabajo es decreciente en el trabajo y creciente en el capital.
Esto se interpreta de la siguiente manera.

e Supongamos que la cantidad de capital utilizado K se mantiene constante.
Si L' > L entonces

FIK,L'+1)— f(K,L') < f(K,L+1)— f(K,L)

Es decir, el aumento en la produccién al utilizar una unidad més de trabajo
es decreciente en el trabajo inicial utilizado. Si se mantiene el capital cons-
tante, usar una unidad adicional de trabajo, cuando ya se esta utilizando
mucho trabajo, aumenta poco la produccién.

Podemos pensar que f(K, L) es la produccién de un producto agricola
en una parcela de tierra donde L son las personas contratadas y el tamano
K de la parcela se mantiene fijo. El impacto en la produccién al contratar
a una persona adicional es mayor si se estdn utilizando pocas personas
comparado con el caso en que ya se estan utilizando muchas.

e Supongamos que la cantidad de trabajo utilizado L se mantiene constante.
Si K’ > K entonces

f(K',L+1)— f(K',L) > f(K,L+1)— f(K,L)

Es decir, el aumento en la produccién al utilizar una unidad maés de trabajo
es creciente en las unidades de capital que se estan utilizando. El capital
y el trabajo son complementarios. En el ejemplo anterior, contratar a una
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persona adicional tiene un impacto mayor en la producciéon cuanto mayor
es la parcela cultivada.

Definiciéon 1.4. Consideremos una funcién f : D — R. Si, en el punto p € D,
existen las n derivadas parciales

of of of
Oxy (), Oxo () O, ()

se define el vector gradiente de f en p como el siguiente vector

Vip) = (i‘i(p)v %(p)w- ,(;Z(p)>

Definicion 1.5. Consideremos una funcién f : D — R. Supongamos que las n
derivadas parciales en el punto p € D

of of of

o2, P gy )5 ()
existen. Decimos que f es diferenciable en p si

iy L@+ V) = () =V (p)-v

v—0 o]

=0

Observemos que el limite se toma para v € R™.
Observacién 1.6. Una funcién de dos variables f : D C R? — es diferenciable
en el punto p = (a,b) si

lim f(a+vlab+’02)_f(aﬁb)_vf(aab)'(UhUQ)

=0
(U17U2)‘>(0’0) H(vluv2)“

Llamando
r=a4v, y=b+uvs

vemos que (vy,v2) — (0,0) es equivalente a (z,y) — (a,b), por lo que el limite
anterior se puede escribir como

f(z,y) — fa,b) =V [(a,b) - (x —a,y —b)

(2.9)~(a,b) Iz —a,y =)

Escribiendo este limite de forma explicita obtenemos que f es diferenciable en el
punto p = (a,b) si

=0

R (2 E (Ot OB Gt Rt A COR Ul
: (,9)— (a,b) V(T —a)?+ (y—b)?
Ejemplo 1.7. Consideremos la funcién
Ll/'y2 :
o= {3 @0 # 00,
0 si (z,y) = (0,0).

Vamos a demostrar que f no es diferenciable en el punto p = (0,0). Primero,
calculamos V f(0,0). Observemos que

=0

of . f(t,0)— f(0,0) .0
50 =i ST im0
8f . f(oa t) — f(oa 0) . 0

gy (00 = lim = = fim 5 = 0
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por lo que V£(0,0) = (0,0). Entonces, f es diferenciable en el punto p = (0,0) si
y s0lo si

flp+v)—f(p) = Vf(p) v

(@,y)—(0,0) \/m
— w9 - 1(0.0) - 0.0) (z.y)
(I’y)*)(o’o) \/a;ﬁy2
— f(z,y)
= im
(@y)—0,0) /22 + y2
. xy?
= lim ——<2
(z,y)—(0,0) (%2 + y2)3/2

Vamos a probar que este limite no existe. Consideramos la funcién

(@9) = —2L
9\0Y) = ——————~375
(a2 + y2)**
Observamos que
et 0) =1 oy =
y que
lim g(¢,t) = li roo_ 1 #0
e R i (2,52)3/2 a (2)3/2

por lo que el limite
2

lim — Y
(2.9)=(0,0) (22 + y2)3/?
no existe y concluimos que f no es diferenciable en el punto (0,0).
Ejemplo 1.8. Consideremos la funcién
Xl 3 1
f(l',y) — ﬁ b? (l‘,y) 7é (070)7
0 si(@y) = (0,0).

Se puede demostrar que f es diferenciable en el punto p = (0,0). Primero, calcu-
lamos V f(0,0). Observamos que

of . f(t,0)— f(0,0) .0
50 =i ST im0
8f . f(oat) — f(0,0) . 0

gy (00 = lim = = fim 5 = 0
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y obtenemos que Vf(0,0) = (0,0). Utilizando la notacién v = (z,y), f es diferen-
ciable en el punto p = (0,0) si y sélo si

0= Jip L@ +20) =) =~ Vfp)-v

v—=0 (vl

o F0,0) + (@y) — £0,0) = V@) - (2,9)
(2,)—(0,0) Va2 + y?
(I’y)*)(()#()) 1/ .132 + y2
_ oy f(z,y)

(2,9)—=(0,0) /22 + 2

. xy?

= hm 732

(2.9)=0.0) (22 4 y2)*/

Sea € > 0. Eligiendo § = € y suponiendo que 0 < /22 + 32 < §, tenemos que,

l‘yg

(22 +y?)

|y [yl
(@2 + )"
_ VaZyyl
(a2 +y2)
_ VP (@47
T @Y
_ (a? +2)"% )
(a2 +y2)?

=y <Va?+y?<d=¢

3/2

por lo que,

. xy?
lim P 0
(@9)=(0,0) (22 + y2)*/

y la funcién es diferenciable en el punto (0,0).

Proposicion 1.9. Sea f : D — R. Si f es diferenciable en el punto p € D, entonces
f es continua es ese punto.

Ejemplo 1.10. Consideremos la funcién
22 .
o = [ 9@ 200,
’ 0 si (z,y) = (0,0).

(Es continua y/o diferenciable en (0,0)? Se calcula fécilmente el limite iterado

lim <lim (x,y)) =0

x—0 \ y—0

Por otra parte, tomando la curva

() =1, y(t) =12



6 CAPITULO 3: DERIVADAS PARCIALES Y DIFERENCIACION

observamos que

1
. 2\ _1: _ =
k%fmt)_£%2ﬁ 2¢0
Por tanto,
lim  f(z,y)

(=,y)—(0,0)
no existe y f no es continua en (0,0). Ademds, por la Proposicién 1.9, f tampoco
es diferenciable en (0,0).

Teorema 1.11. Sea f: D — Ry p € D. Supongamos que existe un r > 0 tal que
las derivadas parciales

of of of

Ox1’ Oxy’ Oz,
existen y son continuas en todo los puntos de la bola abierta B(p,r). Entonces, la
funcién f es diferenciable en p.

Ejemplo 1.12. Podemos utilizar el teorema anterior para demostrar que la funcién

Yz

f(z,y,2z) = ze¥” + ysinz

es diferenciable en todo los puntos de R2.

Definicién 1.13. Una funcién f : D — R es de clase C' en D si todas las derivadas
parciales de f existen y son continuas en todo D. En este caso escribimos f €

CL(D).
2. DERIVADAS DIRECCIONALES

Definicién 2.1. Sea f: D C R*™ — R. Dado un punto p € D y un vector v € R",
si el siguiente limite existe

flp+tv) = fp)
t
se denomina la derivada de f en el punto p segin el vector v.
Si ||lv|| = 1, entonces D, f(p) se denomina la derivada direccional de f en el
punto p en la direccién del vector v.

Dy f(p) = lim

Observacién 2.2. Cuandon =1, f: R — R, p € Ry v =1, la definicién anterior
coincide con la derivada de una funcién de una variable estudiada anteriormente

oy i S @+ 1) — f(p)
f'p) = Jim =
Ejemplo 2.3. Consideremos la funcién f : R? — R definida por f(z,y) = zy.
Tomamos p = (1, —1), v = (3,4). Para cada t € R tenemos que

p+tv = (1+3t,—1 + 4t)

y
1 t,—1+4t) — f(1,—1
—0 t
o L3141
t—0 t

Y puesto que, ||v|| = v/32 4+ 42 = 5, la derivada direccional de f en p en la direccién

del vector v es 1

1
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Observacién 2.4. Si tomamos el vector i—ésimo de la base candnica,

entonces

of

(p)

es la derivada parcial de f respecto a la variable i-ésima en el punto p.

Proposicion 2.5. Si f : D — R es una funcién diferenciable en el punto p € D,
entonces

(2.1) Dy, f(p) =Vfp) v

Ejemplo 2.6. Para la funcién del ejemplo 2.3, donde f : R? — R est4 definida por
f(377y) =TYyp= (17 _1)7 V= (374) Tenemos que,

Vi) = (y,z) =(-11)

r=1
y=-1

y teniendo en cuenta que f es diferenciable en todo R2, obtenemos que
D,f(p)=Vflp)-v=(-1,1)-(3,4)=-3+4=1
que coincide con lo que hemos calculado en el ejemplo 2.3.

Observacion 2.7. También se puede definir la derivada de una funcién f : D C
R™ — R™ segun el vector v. Para ello escribimos la funcién f usando sus
funciones coordenadas

f(@) = (fi(@), fa(2), - s (@)

con f; : D — Rparacadai=1,---,m. Y definimos

Dy f(p) = (Duf1(p), Dufa(p), -+, Do fin(p))

En este caso vemos que D, f(p) es un vector de R™. De manera andloga se define la
derivada direccional de f en el punto p en la direcciéon de un vector unitario
u.

3. INTERPRETACION DEL GRADIENTE

La férmula 2.1 puede ser utilizada para establecer la siguiente interpretacién
del vector gradiente . El producto escalar de dos vectores u,v en R™ satisface la
expresion

w-v = [[ull[Jv] cos 0

donde 0 es el angulo comprendido entre ellos
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\

Aplicando esta observacién a la férmula 2.1, obtenemos que

Dy f(p) = VI(p)-v =V lv]l cosd

donde @ es el dngulo comprendido entre los vectores V f(p) y v. Si v es un vector
unitario, entonces la derivada de f en la direccién de v es

Dy f(p) = IV f(p)llcos®
Por tanto, el valor de la derivada D, f(p),

e es maximo cuando 6 = 0, es decir, cuando los vectores V f(p) y v tienen la
misma direccién y el mismo sentido.

e es minimo cuando § = 7, es decir, cuando los vectores V f(p) y v tienen la
misma direcciéon y sentidos opuestos.

e ¢s cero cuando 0 = w/2 0 0 = 37/2, es decir, cuando los vectores V f(p) y
v son perpendiculares.

Se deduce que,

e La direccién de méaximo crecimiento de f es la direccién determinada por

V).

e La direccién de méximo decrecimiento de f es la direccién opuesta a V f(p).
e La funcién f permanece constante en las direcciones perpendiculares a

V£p).

4. LA REGLA DE LA CADENA

Definicién 4.1. Dada una funcién f(z) = (f1(x), fa(z), -, fm(x)) : D C R —
R™ y un punto p € D, definimos la matriz Jacobiana de f en el punto p como la
siguiente matriz de orden m X n

ofip)  ofal® ... Ofi)

ox ox Oxp
o (p) sz b o (p)

D f(p) = o [ o
Ofm®)  Ofm®) . Ofm()

oxq Oxo 0Ty

Observacién 4.2. Si f(z) = D C R™ — R jcuél es la diferencia entre D f(p) y
Vfp)?

Observacién 4.3. Sim=n=1 ;Qué es D f(p)?

Definicién 4.4. Una funcién f(x) = (f1(x), fa(z), -+, fm(x)) : D C R® — R™
se dice que es diferenciable en un punto p € D si cada una de las funciones
fi(@), fo(x), -+, fm(zx) es diferenciable en p.
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Teorema 4.5 (Regla de la cadena). Sean g : R® — R™ y f : R™ — R, Supon-
gamos que g es diferenciable en p € R™ y que [ es diferenciable en g(p) € R™.
Entonces la funcion f o g es diferenciable en p y

D(f o g)(p) =D f(g(p)) Dg(p)

Observacién 4.6. La expresién D(fog)(p) = D f(g(p)) D g(p) contiene el producto
de 2 matrices.

Ejemplo 4.7 (Caso especial de la regla de la cadena). Sea o : R — R? una curva
diferenciable y f : R? — R una funcién diferenciable. Supongamos que o(t) se
escribe como

o(t) = ((t), y(t))

Entonces la regla de la cadena dice que

L 0)9(1) = D(fo0)t) = D f(@,5)lumsy Dolt)
y=y(t)
_ (of of a'(t)
= wa)gw(ww>
- ggmuxmwn«w+g§@@»mwm%w

Ejemplo 4.8 (Caso especial de la regla de la cadena). Sea g(s,t) : R? — R? una
funcién diferenciable y f(x,y) : R> — R una funcién diferenciable. Supongamos
que g(s,t) se escribe como

g(s,t) = (x(87t)’y(37t))
por lo que
(f Og)(S,t) = f(g(s,t)) = f(ﬁC(S,t),y(S,t))

Entonces la regla de la cadena dice que

D f(z(s,t),y(s,t)) = D(fog)(s,t)= Df(.%‘,y)u:z(&t)Dg(S,t)
y=y(s:t)
af  df ge oz
- ( oz Oy )( % 7?3 )
s ot
of Oz of 9 of Oz of o
= (#EEEE HEH%)
Es decir,
Ofog) _ 0f0x  0fdy
Jds 9z 0s  OyOs
Ofog) _ 0fdx  0fdy
ot Oz ot Oy ot

Ejemplo 4.9. Consideremos la funcién de produccién Cobb-Douglas
f(K,L) =5KY31*?

donde f es el nimero de unidades producidas, K es el capital y L es el trabajo.
Supongamos que el capital y el trabajo son funciones del tiempo

K=K(t), L=L({t
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Entonces la produccion

FK(t), L(t))
es también una funcién del tiempo. ;Coémo cambia la producciéon en un instante
determinado? Usando la regla de la cadena podemos expresar este cambio.

df(K(t),L(t)) _ OfdK  OfdL
dt T 9K dt AL dt

_ Ope—ayap2sdl 10045,y 5dL

o 3K L dt+3K L dt

Ejemplo 4.10. Supongamos que un agente tiene una funcién de utilidad diferen-
ciable

u(z,y)
donde x es un bien de consumo e y es la contaminacién ambiental. Entonces la
utilidad del agente es creciente en x y decreciente en v,

ou
ou

Supongamos que para producir z unidades del bien se generan y = f(x) unidades
de contaminacion, ;Cudl es el nivel 6ptimo de consumo del bien x para el agente?

La utilidad del agente cuando consume x del bien y se generan y = f(z) unidades
de contaminacion es

u(z, f(z))

Por tanto el agente maximiza la funciéon de utilidad anterior. La condicién de
primer orden es

dulz, f(z) _
dz
Por la regla de la cadena, vemos que la ecuacién
ou ou

determina el nivel éptimo del bien.

5. DERIVADA A LO LARGO DE UNA CURVA Y CURVAS DE NIVEL

Observacién 5.1 (Un caso especial de la regla de la cadena). Sea o : R — R"
una curva diferenciable y f : D — R una funcién diferenciable, donde D es una
subconjunto abierto de R™. Supongamos que, o(t) se escribe como

o(t) = (o1(t),02(t),...,0n(t))

donde para cadai=1,...,ny cada t € R la funcién o;(t) es diferenciable. En este
caso, podemos escribir
do _ (dm dos d0n>

dt — \dt’dt’7 dt
Entonces, tenemos que f(o(t)) es diferenciable y
d do

S (flo®) = Vi) T
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Ejemplo 5.2. Si f: R? — R es una funcién de dos variables y = = z(t), y = y(t),
la regla de la cadena se escribe como

_ 9f(z,y)

& ralt) o) = L dy(t)

rz=x(t)
y=y(t) dt

W) 0y
z=2(t) gt Oy

Ejemplo 5.3. Si f: R® — R es una funcién de tres variables y z = z(t), y = y(t),
z = z(t), la regla de la cadena se escribe como

d 0f(z,y,2) da(t) 0f(z,y,2)

— t t t) = s AP
dt f(.]?( )7:'-/( )’ Z( )) o r=x(t) dt + ay z=x(t) dt 9z x=x(t) dt

y=y(t) y=y(t) y=y(t)
z=z(t) z=2z(t) z=z(t)

dyt) , 0f(x,y,2) dz(t)

La observacién 5.1 proporciona otra interpretacién del vector gradiente. Tomemos
un punto p € D y supongamos que la funcién f : D C R™ — R es diferenciable.
Sea C' € R y supongamos que el conjunto de nivel

Sc={xeD: f(zx)=C}

es no vacfo. Sea o : R — R™ una curva diferenciable y supongamos que o(t) € S¢
para todo t € R. Es decir,

flo(t)) =c

para todo t € R. Derivando y aplicando la regla de la cadena obtenemos

d do
0= SIe(0) = Vi) T

Es decir, los vectoresV f(o(t)) y do(t)/dt son perpendiculares para todo ¢ € R.

{x: f(x)=C}

El argumento anterior demuestra que en cualquier punto p € S¢, el gradiente
V f(p) es perpendicular al conjunto de nivel S¢.

Observacion 5.4. A continuacién, calculamos el plano tangente a la grafica de
una funcién de dos variables. Consideremos una funcién diferenciable f : R? — R.
La grafica de f es el conjunto

G={(z,y, f(z,y) : (z,y) € R*}
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Definimos la funcién de tres variables

g(l’vyaz) = f(xvy) -z
Entonces, la grafica de f se puede escribir también como
G = {(m,y,z) ER?: g(x,y,z) = O}
Vemos que dado un punto p = (a,b) € R?, el plano T tangente a G en el punto
(a,b, f(a,b)) satisface las siguientes propiedades

e T contiene el punto (a,b, f(a,b)).
e T es perpendicular al vector gradiente Vg(a,b, f(a,b)).

Esta informacion permite determinar una ecuacién para el plano tangente T'

VQ(a7bvf(a? b)) : ((l’,y,Z) - (a7bvf(a’v b))) =0

y observando que

(of, 0
Vo(a.bf(a ) = (G @) G @), -1)
vemos que una ecuacién para T es

of of B
(5.1) f(a,b)+6—x(a,b)-(x—a)—i—@—y(a,b)-(y—b)—z

Ahora podemos proporcionar una nueva interpretacion de la definicién de dife-
renciabilidad 1.5. Sea

Pi(e.y) = fla) + (@) (o= a) + (@) (v =D

En el caso de dos variables, la ecuacién 1.1 nos dice que la funcién f es diferenciable
en el punto (a,b) si
|f(z,y) — Pi(z,y)]
(@y)=(ab) [[(z —a,y =D
En vista de la ecuacién 5.1, la funcién f es diferenciable en el punto (a,b) si el
plano tangente es una buena aproximacién al valor de la funcién

fla) = Fla.b) + G @) (- 0)+ G (@) (=)

=0

6. APROXIMACION DE PRIMER ORDEN MEDIANTE DESARROLLOS DE TAYLOR

Si el plano tangente es una buena aproximacién de la funcién podemos utilizar
el valor de la variable z en la ecuacién 5.1 como una aproximacién del valor de
f(z,y), es decir
of

T,Y) =
fay) =5

T

(a,b) - (z — a) + %(a,w (y—b)+ f(a,b)

Lo anterior motiva la siguiente definicion.

Definicién 6.1. El polinomio de Taylor de grado 1 para la funcién f alrededor del
punto p = (a,b) es el polinomio

Pl(xvy):f(avb)+ or

of
Bz (@ 0) (@ —a)+50(a.0) - (y=b)

La siguiente proposicién precisa el enunciado de que el polinomio de Taylor de
grado 1 es una buena aproximacién a la funcién.



CAPITULO 3: DERIVADAS PARCIALES Y DIFERENCIACION 13

Proposicién 6.2. Sea f una funcién de clase C! en R? y sea P;(z,y) el polinomio
de Taylor de grado 1 para la funcién f alrededor del punto p = (a,b). Entonces,

im f(I,y)*Pl(I,y) —
(@y)=(ab) [[(z—a,y—Db)

Observaciéon 6.3. Comparando la ecuacion en la proposicién anterior con la
ecuacién 1.1 vemos que una funcién f de dos variables es diferenciable en el punto
p si y sélo si existen las derivadas parciales de f es ese punto y el polinomio de
Taylor de primer orden es una ‘buena’ aproximacién al valor de la funcién cerca del
punto p.



