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(a) (10 puntos) Sabiendo que se cumple que

1 0 1 a
2 -1 1 b
3 4 2 c¢| 0,
1 -1 1 d
hallar el valor o valores de x que resuelven la ecuacién
1 0 1 a
2 -1 1 b
3 42 ¢ |7 10
1 -1 1 z+d
(b) (10 puntos) Discutir y resolver el sistema lineal
y+z = 1
20 —y—z = —1
—4dx+5y+52z = )
Solucién:
(a) Aplicando las propiedades del determinante, tenemos que
1 0 1 a 1 0 1 0 1 01 a
2—11b_2—110+2—11b
3 4 2 c 13 4 2 0 3 4 2 ¢
1 -1 1 z+d 1 -1 1 =z 1 -1 1 d

Dado que el segundo determinante a la derecha de la igualdad anterior es nulo por hipdtesis, la ecuaciéon por
la que nos preguntan se simplifica a

1 01 0
2 -1 1 0
3 420__10
1 -1 1 =z

y desarrollando el determinante por la cuarta columna, tenemos

1 0 1
x| 2 -1 1 |=-10
3 4 2
que se reduce a bx = —10, tras aplicar la regla de Sarrus, por ejemplo. Luego la solucién es z = —2.

(b) Es facil ver que el determinante del sistema es 0 y que tanto la matriz del sistema como la matriz ampliada
tienen rango 2, luego hay infinitas soluciones, que dependen de un tnico pardmetro. De hecho, podemos
proceder directamente a resolver el sistema. De la primera ecuacién tenemos y = 1 — z y al sustituir en la
segunda ecuacién, x = 0. La tercera ecuacién se cumple idénticamente cuando x =0y y = 1 — z. Por tanto,
tomando z = t como parametro, las tres ecuaciones se satisfacen cuando x =0,y =1—t, z=t,t € R.
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Se considera la siguiente matriz que depende del parametro a # 0.

5 0 0
A= 0 2 a
0 § 4

a

(a) (10 puntos) ;Para qué valores del pardmetro a es diagonalizable la matriz A? Justifique su respuesta.

(b) (10 puntos) Para los valores del pardmetro a para los que la matriz A es diagonalizable, encuentre una matriz
de paso P y una matriz diagonal D asociadas A. Justifique su respuesta.

Solucion:

(a) Calculamos pa(A\) = |4 — M|

5— A\ 0 0
02—\ al=06-N(2-N4-X)—-3)=06-N)A\*—6\+5).
0 3.4

Por tanto, los valores propios son A =5 (doble) y A = 1 (simple).

La matriz A serd diagonalizable sii rango(A — 5I35) = 1. Claramente,

0 0 0
A-5l3=| 0 =3 a |,
0o 2 -

tiene rango 1, luego A es diagonalizable para todo a # 0.

(b) e El subespacio propio asociado a A = 5 estd dado por las soluciones del sistema homogéneo (4 —>515)x = 0:

0 0 0 x 0
0 -3 a Y =| 0
0 32 -1 z 0

Este sistema se reduce a la ecuacion —3y + az = 0. Tomando z, z como parametros, las soluciones estan

dadas por
2(1,0,0) + 2(0, %,1).

e El subespacio propio asociado a A = 1 estd dado por las soluciones del sistema homogéneo (A4 —I5)x = 0:

4.0 0 x 0
0 1 a y | =120
0 2 3 z 0

Se trata de un sistema con dos ecuaciones independientes, 4x = 0 y y + az = 0. Las soluciones son

z(0,—a, 1), z € R.

Por tanto, podemos elegir las matrices

500 10 0
p=(050], P=[02¢ —a
00 1 01 1

tales que D = P~1AP.
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(a) (10 puntos) Clasificar la forma cuadrética Q(z,vy, z) = 22 + 2y? + az? + 22y + 272 + 4yz, donde a € R es un
pardametro.

(b) (10 puntos) Encontrar el valor de la integral doble

// xe®™ dxdy,
D

donde D = [0,2] x [0, 1].

Solucién:
(a) La matriz de la forma cuadrética es

1
A= 1
1

N DN =
QN =

que tiene menores principales 41 =1 >0, Ao =1> 0y A3z = |A| = a — 2. Luego, Q es indefinida si a < 2,
semidefinida positiva si @ = 2 y positiva definida si a > 2.

(b)
2 1 2 Y
// xe® dmdy:/ dx/ xe® dy:/ e
D 0 0 0

y=0

=1 =2

2
da::/eg”—ldx:e””—x =e2 3.
0




(a) (10 puntos) Estudiar la convergencia de la integral impropia
<1 1
/ — sen (71') dz
9 x
y calcular su valor si es convergente.

(b) (10 puntos) Se considera la funcién F : [0,00) — R definida por medio de la integral
¢
F(t) :/ x(t—2x) dx, fort>0.
0

Halle F'(t).
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Solucién:

(a) Vamos a calcular la integral directamente. Sea b > 2.

b
1 1
/ — sen (77) dx =
9 T T

Il
F= = oy
N
@)

@]

)]
N
S| =
3
N———
|
@)
o
)
RS
N
3
N———
N———

77) = 0. Luego

N[—=

dado que cos (

|
\

o

o

w0

o
I
\

dado que cos0 = 1.

(b) F(t) puede calcularse directamente y después se puede derivar para obtener F’(¢).

t t 1
F(t) = / tx dx —/ v dr = —ta?
0 0 2

Luego, F'(t) = $t°.

=t 1

=0

Otra opcidn es calcular directamente F’(t) mediante la regla de Leibniz:

e, t 1,0t 1
/ — —_— — = = - 2 = - 2
F'(t) —M-i—/o 5 (x(t — x)) dz /0 xdx 57, 215 )
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(a) (10 puntos) Se considera la sucesion {z,}52;, que satisface z; =10 y @41 = 3@, + £, paran > 1.
Probar que la sucesion es convergente y encontrar su limite. Pista: probar que la sucesién es monodtona
decreciente y que esta acotada.

(b) (10 puntos) Estudiar el cardcter de la serie

(1

')n

sl

s lb)

n=1

Solucion:

(a) Notar que 1 =10 > 5+ % = x5. Suponiendo que z,,_1 > x,, tenemos

R VS SR U O
LTy = 2xn—1 5 2xn 5 = Tn+1,

luego por el principio de induccidén, la sucesién es mondétona decreciente.

Por otra parte, 0 < z; < 10. Suponiendo que 0 < z,, < 10, tenemos

[t

1 1 1 1 1
Z‘7L+1:§$n+52520 and xn+1=§mn+5§5+5§10,

luego por el principio de induccién, la sucesion estd acota entre 0 y 10.

Dado que la sucesiéon es monétona y acotada, es convergente a un limite L. Para hallar L resolvemos la
ecuacion

1 1 2
2 +5 )

n

(b) Se trata de una serie cuyo término general, a,, = (TS—!, es positivo. Utilizando el criterio del cociente y tras
alguna simplificacién, tenemos que

a,  nr10nti(n 4+ 1)

e
— — <1 cuando n — oo.

10 10

a1 (n+1)"T110"n! <n+1>n 1
n

Luego la serie es convergente



