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(1) Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales

ar+ Ba+1)y+ Ba+4)z = 1+a-10
r+2y+3z = 1
—2arx+(2—-2a)y+ (7T—5a)z = 3—2a—ab—2b

donde a,b € R son parametros. Se pide:
(a) Clasifique el sistema segtn los valores de a y b.

Solucién: La matriz ampliada del sistema es

a 3a+1 3a+4 a—b+1

1 2 3 1
—2a 2—2a 7—5a —ba—2a—2b+3
Intercambiando las filas 1 y 2 obtenemos

1 2 3 1

a 3a+1 3a+4 a—b+1
—2a 2—2a T7T—5a —ba—2a—2b+3
Ahora realizamos las operaciones: fila 2+ fila 2—ax fila 1, fila 83— fila 3+2ax fila 1. Y se obtiene
que el sistema propuesto es equivalente al sistema de ecuaciones lineales cuya matriz ampliada es

1 2 3 1
0 a+1 4 1-b
0 2a+2 a+7 —ab—2b+3
Y ahora realizamos la operacion fila 3+ fila 83— 2 X fila 2 y obtenemos

1 2 3 1
0 a+1 4 1-0
0 0 a—1 1—ab

Desarrollando por la dltima fila, obtenemos que el determinante del sistema es (a + 1)(a — 1).
Deducimos que si a #1 y a # —1 el sistema es compatible determinado.

(i) Supongamos que a = 1. El sistema propuesto es equivalente al sistema de ecuaciones lineales
cuya matriz ampliada es

(A) Sib#1 el sistema es incompatible, porque rango(A) = 2 < rango(A|B) = 3.
(B) Sib=1 el sistema es compatible indeterminado con 1 pardmetro, porque rango(A) =

rango(A|B) = 2.

(ii) Supongamos ahora que a = —1. El sistema propuesto es equivalente al sistema de ecuaciones
lineales cuya matriz ampliada es
1 2 3 1 1 2 3 1 1 2 3 1
00 4 1-b|—|00 -2 b+1 |]—| 00 -2 b+1
00 -2 b+1 0 0 4 1-b 0 0 0 b+3
(A) Sib+# —3 el sistema es incompatible, porque rango(A) = 2 < rango(A4|B) = 3.
(B) Sib= —3 el sistema es compatible indeterminado con 1 pardmetro, porque rango(A) =

rango(A|B) = 2.
(b) Resuelva el sistema anterior para el valor de a = —1, b = —3.

Solucién: FEl sistema propuesto es equivalente al siguiente sistema de ecuaciones lineales

r+2y+3z = 1
—2z = -2

Eligiendo y como pardmetro, el conjunto de soluciones es {(—2 — 2y,y,1) : y € R}.
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(2) Se considera el conjunto A = {(z,y) € R?: 0 < x, 1 —2? <y, 2 — 1<y} y la funcién

—x — 2y

f(l’,y): 2

definida en A.

(a)

Represente de forma aproximada el conjunto A y justifique adecuadamente si es abierto, cerrado,
acotado, compacto y convexo.

Solucién: El conjunto A es aproximadamente como se indica la figura. Es cerrado porque contiene
a su frontera. No es abierto porque ANOA # 0. No es acotado, pues no existe ningin radio con el
que una bola centrada en el origen lo abarque. No es, por tanto, compacto. Y tampoco es convexo
pues el segmento que une (1,0) y (0,1) no queda contenido en el conjunto.

Indique si se puede aplicar el teorema de Weierstrass a la funcién f definida en A. A partir de las
curvas de nivel determine, si existen, los puntos en los que la funcién alcanza su maximo y minimo

globales.

Solucién: No se puede aplica el teorema de Weierstrass porque si bien f es continua en todo R?
el conjunto A no es compacto pues no es acotado.

Si representamos tres curvas de nivel se observa que segun la direccion de crecimiento el mdzimo
global se alcanza en el punto (1,0), por otro lado la funcidn no alcanza su minimo global pues en
puntos de A que se alejan del origen, por ejemplo de la forma (0,a) cuando a — oo se tiene que
f(0,a) = =2% — —o0



(3) Considere la funcién f(x,y) = 2® + 22% + 22y — 162 + % —2y—4.

(a)

Determine los subconjuntos abiertos de R? mas grandes donde la funcién es estrictamente céncava
o estrictamente convexa. |1 punto

Solucién: El gradiente de f es
(32% +4z 42y — 16,22 + y — 2)

La matriz Hessiana es

e - (74 2)

Obtenemos que D1 = 6x +4 y Dy = 6x. Vemos que si x > 0, entonces Dy > 0, Dy > 0. Con-
cluimos que la funcion es conveza en el conjunto {(x,y) € R? : x > 0}. La funcién no puede ser
concava ya que si D1 < 0 entonces x < —2/3 y tendriamos que Dy < 0.

Determine los puntos criticos (si existen) de la funcién f en el conjunto R2. Clasifique los puntos
criticos hallados. Determine, de forma justificada, si alguno de los puntos criticos es un extremo

global.

Solucién:  Las ecuaciones que definen los puntos criticos son
0 = 322 +4x+2y—16
0 = 22+y—2

De la segunda ecuacion obtenemos y = 2—2x. Sustituyendo este valor de y en la primera ecuacion,
obtenemos 3x% — 12 = 0. Es decir, v = £2. Concluimos que las soluciones son (—2,6), (2,—2).

Vemos que
16 2
H(Za 72) - ( 2 1 )

H(-2,6) = ( _28 f )

por lo que (2,—2) es un minimo local y (—2,6) es un punto de silla. Finalmente, vemos que
lim, 00 f(2,0) = +o0, lim, o f(2,0) = —oc0 por lo que no hay mdzimo global ni minimo
global.



(4) Considere el conjunto de ecuaciones
—ud+o? +a?—y? +4
—2u® + 3v* + 22y + y° + 8

(a) Demuestre que el sistema de ecuaciones define de manera implitica unas funciones diferenciables
u(z,y) y v(z,y) en un entorno del punto (z,y,u,v) = (2,-1,2,1).
Solucién: Sea fi(z,y,u,v) = —u+v?+22—32+4, fo(z,y,u,v) = —2u+3v* +2zy+y*+8. Estas
funciones son diferenciables de todos los drdenes. Ademds, f1(2,—1,2,1) = f2(2,-1,2,1) = 0.
Calculamos el Jacobiano

3(f1,f2) —3U2 2U 2 3
W = _du 121}3 = 8uv — 36u“v
que en el punto (z,y,u,v) = (2,—1,2,1) vale —128. Hemos comprobado que se verifican las

hipdtesis del Teorema de la funcion implitica, por lo que las ecuaciones anteriores definen de man-
era implicita unas funciones diferenciable u(x,y) y v(z,y) en un entorno del punto (x,y,u,v)
(2,-1,2,1).

Calcule

ou

or

ov

ou
E 2,—1

(27_1)5 (2’_1) aiy( )

),

Solucién: Derivando implicitamente las ecuaciones respecto a x obtenemos que

ou v
27 —3u*— +2v— = 0
T B + Yo
ou v
2y —du— +120°— = 0
L e oz
y sustituyendo ahora (z,y,u,v) = (2,—1,2,1) obtenemos las ecuaciones
ou Ov
4—-12— 42— = 0
Ox + ox
ou v
—2-8—- 4122 = 0
ox + ox
de donde obtenemos %(2, -1) = 33, %(2, —1) = &. Derivando ahora implicitamente las ecua-
ciones respecto a y obtenemos que
ou ov
—2y—3ul—+2v— = 0
Y u oy + Uay
0 0
2 + 2y — dul 1120320 = 0
y oy
y sustituyendo ahora (z,y,u,v) = (2,—1,2,1) obtenemos las ecuaciones
ou v
2—-12— 42— = 0
oy oy
ou v
2—-8—+4+12— = 0
dy + Jy
de donde obtenemos 24(2,—1) = 2, (2, -1) = —L.
oy \“ 327 oy \ = 16

un valor aproximado de «(1.99,—1.019). | 0,5 puntos

Solucion:

Py(z,y) = u(a,b) +

Sustituyendo (a,b) = (2,

P5(1.99,—1.019) = u(2, 1) +

ou

ox

ou

(2,—1)(=0.01) +

ox

du

dy

(a,b)(x —a) +

du

dy

(2, —1)(—0.019)

Utilizando el apartado anterior y el polinomio de Taylor de orden 1 de la funcién u(z,y) calcule

Recordemos que el polinomio de Taylor de u(x,y) en el punto (a,b) es

(a,b)(y = b)
—1), (z,y) = (1.99,—1.019) obtenemos

=2 oo1xE 0019x3—193203
h ’ 32 32



(5) Se considera la funcién f(z,y, z) = 2% +y? + 22 — 32 — 4y y la esfera de ecuacién z? + 3% + 22 = 25.

(a)

(b)

Verifique las hipétesis del Teorema de Lagrange. Plantee las ecuaciones de Lagrange para f en
la esfera. Obtenga los puntos que satisfacen las ecuaciones y el valor de los multiplicadores de

Lagrange correspondientes.

Asuma que la esfera es un conjunto cerrado y acotado. Utilizando la parte (a), determine los puntos
extremos de la funcién f en la esfera. Determine qué puntos extremos corresponden a maximos y

cuales a minimos, locales o globales. Justifique su respuesta.

Solucion:

(a)

La funcion objetivo f y la restriccion h(x,y,z) = x? + y? + 2% — 25 son ambas de clase C* (de
hecho, son de clase C™ para cualquier n). Ademds, el gradiente de h, Vh(z,y,z) = (2x,2y,2z),
se anula sélamente en el punto (0,0,0), que no satisface la restriccion. Por lo tanto, se verifican
las hipdtesis del Teorema de Lagrange Theorem. Los puntos extremos de f son puntos criticos del
Lagrangiano

L(z,y,2,\) =2® +y* + 22 — 3z — 4y — M2 + y* + 2* — 25).

Las ecuaciones de lagrange son:

M(my, z) = 20-3-2zA=0
8y(my, z) = 2y—4—-2yA=0

82(1‘ Yy, z2) = 22—2z22=0

L(z,y,2) = —(22+y?+22-25)=0.

La tercera ecuacidn puede escribirse como 2z(1 — X) = 0. Observamos que A = 1 contradice la
primera y la sequnda ecuacion. Por lo tanto, z = 0. Ahora de la primera y sequnda ecuacion
obtenemos que

3 B 4
20— YT 20N
Sustituyendo estos valores de x, y y z =0 en la ecuacion de la restriccion obtenemos que

9 16
M= T Ay =

y despejando (1 — \)?, obtenemos que (1 — \)? = % = i. Es decir, 1 — \ = i%. Sustituyendo

estos valores de 1 — X\ en la expresion de x e y encontramos los puntos criticos

xTr=

1 3
P1 = (3,4, 0), with )\1 = 5 and P2 = (—3, —4,0) with>\2 = 5

Usaremos las condiciones de segundo orden para caracterizar los puntos criticos. La matriz Hes-
siana asociada al Lagrangiano con respecto a (x,y,z) es

21-1) 0 0
HLyy - (2,y,2) = 0 2(1—=A) 0
0 0 21—

En el punto Py, la matriz Hessians es definida positiva. Por lo tanto, P, es un minimo local de f
sobre la esfera. En el punto Pa, la matriz Hessiana es definida negativa. Por lo tanto, P> es un
mdzximo local de f sobre la esfera.

Alternativamente, podemos aplicar el Teorema de Weierstrass. La esfera es un conjunto compacto
y la funcion objetivo es continua. Por lo tanto, f alcanza un mdzimo y un minimo globales sobre
la esfera. Puesto que estos puntos extremos satisfacen las ecuaciones de Lagrange, concluimos que
Py corresponde a un mdzimo global y Py corresponde a un minimo global.



