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Considere la matriz

0o 3 4
1 -4 =5
-1 3 4

(a) (5 points) Demuestre que A3 + I = O, donde I representa la matriz identidad y O la matriz nula.

(b) (5 points) Usando el apartado anterior (a), calcule A¥.

Solucién:

(a) Es facil comprobar que A3 = —1I, por lo tanto A% + 1 = O.

(b) Por el apartado anterior (a) tenemos A'? = (43)34 = (-1)3A4 = —A.
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Dado el conjunto de puntos A = {(z,y) € R? : 0 <2 < 1,0 <y < 1} y para a € R consideramos la
funcién f(z,y) =In(z+y — a).

(a) (4 points) Estudie para que valores de a se cumplen las hip6tesis del teorema de Weierstrass para
la funcién f en el conjunto A.

(b) (6 points) Considere los casos (i) a = —2 y (ii) a = 0. Dibuje el conjunto de puntos A y las curvas
de nivel de la funcién f en ambos casos. Usando dicha informacién, cacule los puntos donde la
funcién f alcanza su maximo y su minimo global en A. Obtenga el valor de la funcién f en dichos
puntos.

Solucién:

(a) A es un conjunto cerrado y acotado (por lo tanto compacto), luego solo necesitamos comprobar que
la funcién f es continua en A. La funcién logaritmica es continua en su dominio, es decir, en todos
los ntmeros reales positivos. Por lo cual, necesitamos que se cumpla x + y — a > 0 para cualquier
(x,y) € A. Como A = {0 <z <1,0 <y < 1} necesitarfamos que a < 0 , asi concluimos que se
verificaran las condiciones para poder aplicar el teorema siempre que a < 0.

(b) Vf(z,y) = (5 ﬂl/_a, ﬁ), por lo tanto la direccién de crecimiento de la funcién f en cada punto
es (1,1). En el primer caso: (i) a = —2, f es cotinua en A, luego los extremos globales existen. El
maximo global de f en A se alcanza en en el vértice superior derecho del conjunto A, es decir, en
el punto (1,1) cuyo valor es In4. Y el minimo global se alcanza en (0,0), siendo su valor In2. En
el segundo caso: (ii) a = 0, f no estd definida en (0,0) € A, y no podemos aplicar el teorema de
Weierstrass. De hecho, f no estd acotada inferiormente en A, ya que el lim(, ), (0,0) In (r+y)=—o0
y por lo tanto no existe el minimo. El maximo global lo obtenemos de la misma forma que en el

caso anterior y su valor es In 2.

c=In4 c=In2
c=In2 (1,1) C:‘-IOOOO (1.1)
= | \\
c=In0! A
(0,0) A OO
Curvas de nivel para @ = —2 Curvas de nivel para a = 0, notad que la linea

dicontinua no es una curva de nivel.
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Para a € R consideramos la funcién f(z,y) = az? + ay? + xy + 3z — 3y.

(a) (4 points) Calcule el valor o los valores de a para los cuales f es estrictamente céncava o estricta-
mente convexa.

(b) (6 points) Sea a = 2. Calcule los puntos criticos de f y clasifiquelos como méaximos y minimos
locales o globales y en puntos de silla.

Solucién:

(a) El gradiente de f es Vf(x,y) = (2ax + y + 3,2ay + = — 3) y la matriz Hessiana es

i = (5 5 )

la cual no depende de (x,y). Los menores principales son Dy = 2a y Dy = 4a® — 1. Asi, tenemos:

- Dy >0,Dy>0siysolosia>0y |a] > 5: Definida positiva.

NI D=

- D1 <0,Dy>0siysolosia<0y |a] > 5: Definida negativa.

Por lo tanto, cuando a > %, f es estrictamente convexa en R? y cuando a < —%, f es estrictamente
céncava en R2.

(b) Sea a = 2. Los puntos criticos de f son las soluciones de Vf(z,y) = (4dz+y+3,4y+x—3) = (0,0).
Hay una tnica solucién, (—1,1). Y como a > %, f es estrictamente convexa por el apartado (a),
tenemos que (—1,1) es un punto minimo global estricto para f.
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Un estudiante tiene que realizar un examen para cada tema A y B, de una misma asignatura. Dispone
de 25 horas en total para poder estudiar ambos temas, que puede distribuir a su antojo. La nota de
cada examen se expresa con un numero del 0 al 10 y la nota final de la asignatura se obtiene mediante
la media aritmética de las notas obtenidas en los dos temas. Por ejemplo, si el estudiante obtiene 8
puntos en A y 6 puntos en B su nota final sera %(8 +6) = 7. De su experiencia previa el estudiante sabe
que si le dedica x horas al tema A obtiene una nota de 10& puntos y si le dedica y horas a estudiar
el tema B consigue una nota de 10% puntos.

(a) (5 points) Supongamos que el estudiante desea maximizar su nota final con respecto al tiempo de
estudio que dispone. Escriba el problema de Lagrange asociado y encuentre la distribucion 6ptima
de los tiempos de estudio (z*,y*), asi como el valor del multiplicador.

(b) (5 points) ¢Cudl es la nota final méxima? ;Qué tiempo adicional deberia dedicarle al estudio, si el
estudiante desea obtener 0,5 puntos méas? Dé una respuesta aproximada pero rigurosa basada en
la interpretacién del multiplicador de lagrange.

Solucién:

(a) La funcién lagrangiana del problema es L(z,y, \) = %(104%5 + 10%) + A(25 —x —y), donde X es

el multiplicador asociado a la restriccion « + y = 25. Las ecuaciones de Lagrange que verifican las
condiciones necesarias de primer orden son:

oL __ 20 —
oz~ (4+x)? A=0,
oL __ 5 —
5 =gz =0
9 =25—az—-y=0

Eliminando A de las dos primeras ecuaciones obtenemos

4 1
(A+a?  (1+y) =414y =@t =2l+y) =dtrsr=2-2

Sustituyendo esta igualdad en la ecuacién de la restriccién, se obtiene 25—z —y = 25— (2y—2)—y =
27—3y =0, luego y = 9 y = 16. Noétese que el conjunto {x +y = 25,2 > 0,y > 0} es un conjunto
compacto de puntos. Y como la funcién objetivo es continua en {x > 0,y > 0}, el teorema de
Weierstrass garantiza que el maximo global del problema existe. KEste tiene que ser la solucion
(z*,y*) = (16,9), obtenida de las ecuaciones (el minimo global se alcanza en un punto extremo del
segmento (25,0); el cual no se encuentra utilizando el teorema de Lagrange. ;Por qué?). El valor
del multiplicador es A = % = 0.05.

(b) La nota final méxima obtenida por el estudiante en el punto 6ptimo encontrado en el apartado
anterior (a) es igual a

1 * * 1 16 9 17
v*(time = 25) = = ( 10 110 Y =~ (10— 4+10= ) =5-—=285
2 4+ a* 14y 2 20 10 10

puntos(!no estd mall). Para contestar a la dltima pregunta no necesitamos resolver un nuevo prob-
lema de Lagrange. Si no que utilizamos el significado del multiplicador como precio sombra o
incremento marginal de la nota final éptima del problema con respecto a una pequena variacion en
las unidades de tiempo de que disponemos para el estudio:

Av* = 0*(25 4+ h) — v*(25) ~ h X A.
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Notad que v*(25) = 85 y A = 0.05. Necesitamos encontrar h, el nimero de horas extra que
necesitarfamos para alcanzar una nota final de v*(25 + h) = 9. Y utilizando la identidad anterior
obtenemos

9 — 8.5 = 0.056h = h = 10.

Por lo tanto, en este modelo, para conseguir medio punto méas en su nota final el estudiante necesi-
taria hacer un esfuerzo considerable, dedicandole 10 horas mas al estudio.
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Considere las funciones g(u,v) = 3 In (4u? +v), u = L2, v =22y y f(z,y) = g(u(z,y),v(z,y)).
(a) (4 points) Calcule las derivadas % y g—g utilizando la regla de la cadena (sin hallar la composicién
inicial de funciones). Ayuda: El resultado final es una expresién que depende solamente de x,y.

(b) (6 points) Calcule la derivada direccional de f en el punto (1,2) en la direccién (—2, 1). Es decir,
calcule D21y f(1,2). ;Es (=2,1) la direccién donde f decrece mds rapidamente en el punto

55
(1,2)7

Solucién:

(a) Tenemos

6f_8g6u+8g80_ 8u 1+ 1 5 _ 2uty
Or Oudr Ovdxr 2(4u?+v)2  2(4u? +v) y_4u2+v_x2+y2’

Of _0gdu  0gdv 8u -1 1 _ ~2uty oy

== = — ——2r = = .
Jdy Oudy 0Ovdy 2(4u®+v) 2 * 2(4u? +v) T R y?

%, %) La direccién de mayor decrecimiento de f en el punto (1,2) es por
). Por otro lado,

21 21 1 2
D(—%,%)f(laQ) = <_5’3) vf(1,2) = <—g,g> . <3,g) =0.
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[6]

Considere la funcién

| it (ay) # (0,0);
f(x’y)_{ 0,+y if (z,y) = (0,0).

(a) (5 points) Estudie la continuidad de f en (0,0). ;Es f diferenciable en (0,0)?
(b) (5 points) Calcule las derivadas parciales

of of

==(0,0), ==(0,0
5r 0.0 5 0.0)
y la derivada direccional de f en (0,0) en la direccién (%, %) En otras palabras, calcule
D 0,0).
(3,.2,F(0,0)
Solucién:

(a) f No es continua en (0,0), ya que f(0,0) = 0 y el limite direccional en la direccién de la recta y = x

es distinto,
3 4

1
lim 7;@ 7 = lim 7436 1= 5
(zy)—(0,0) * +y* 202"+ 2
y=a
Como consecuencia, f no es diferenciable en (0,0).

(b)

of _ o f(R0) = f(0,0)
2. 00 =i T, =0,
el -1 =0.
TR & !
La L) - f(oa O) ﬁ
D, 1,f(0,0) =lim V2’ V2 = lim —24—— = lim —,
(5) t—0 t =0 (g 4 ﬁ) ¢ =02t
1
no existe.
y=X
X:O f(le):llz
f(x,y)=0
y=0 Las curvas de nivel en la figura

f(x,y)=0 muestran que f no es continua en

(0,0)




