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Departamento de Economia

Examen final de Matematicas II. 17 de mayo de 2019.

(1) Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales,

20 —y+z = 3
r—y+z = 2
3r—y—az = b

donde a,b € R son pardmetros.

(a) Clasifique el sistema segiin los valores de a y b.

Solution: La matriz asociada al sistema es

2 -1 1 3
1 -1 1 2
3 -1 —a b
Intercambiando las filas 1 y 2 obtenemos
1 -1 1 2
Ap)=12 -1 1 3
3 -1 —a b

Ahora hacemos las siguientes operaciones
fila 2+ fila 2—2 X fila 1

fila 3+ fila 3+ 3 X fila 1
Y obtenemos que el sistema original es equivalente a otro sistema cuya matriz aumentada es la
siguiente
1 -1 1 2
0 1 -1 -1
0 2 —a—3 b—6
Ahora hacemos fila 38— fila 83— 2 X fila 2 y obtenemos

1 -1 1 2
0 1 -1 -1
0 0 —a—1 b—4
Vemos que
(i) Sia# —1 el sistema is compatible con solucidn inica.
(ii) Si a = —1 el sistema is compatible si y sdlo si b = 4. En este dltimo caso, el sistema es

compatible indeterminado con un pardmetro.

(b) Resuelva el sistema de ecuaciones para los valores a = —1, b = 4.
Solution: FEl sistema anterior es equivalente al siguiente sistema de ecuaciones lineales

r—y+z = 2
y—z = -1

Eligiento z como el pardmetro, el conjunto de soluciones es {(1,z —1,z) : z € R}.
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(2) Considere el conjunto A = {(z,y) ER?: 0< 2z < 1,22 +1 <y < 3z + 1} y la funcién

f(z,y) = log (z +y)

definida en el conjunto A.

(a)

Dibuje el conjunto A y justifique si es abierto, cerrado, acotado, compacto o convexo.

Solution: El conjunto A estd dibujado de manera aproximada en la figura. Es cerrado porque
0A C A. No es abierto porque ANOA # (. Estd acotado. Por lo tanto, el conjunto A es compacto.
FEs convexo.

Enuncie el teorema Weierstrass. Determine si es posible aplicar este teorema a la funcién f definida
en el conjunto A. Utilizando las curvas de nivel, determine (en caso de que existan) los puntos

extremos globales de la funcién f en el conjunto A.

Solution: Como, © +y > 0 en el conjunto A, la funcidn f(z,y) = v/log(x +y) es continua y
se verifican las hipotesis del teorema de Weierstrass. La funcion f alcanza un valor mdzimo y un
valor minimo en A
Las curvas de nivel son de la forma x+y = c. En la figura, las curvas de nivel se han representado
en color verde.

Grdficamente, vemos que el valor mdzimo se alcanza en el punto (1,4) y el valor minimo se
alcanza en el punto (0,1).
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(3) Considere la funcién f(z,y) =2z +y —Inx — Iny.

(a) Determine su dominio y las regiones de R? donde la funcién es céncava o convexa. | 5 puntos

Solution: El dominio de la funcién is Dom(f) = {(z,y) € R? : & > 0,y > 0} El gradiente de la
funcion es

Vf(:z:,y)( %(w,y) %(%y) > = < 2_% 1_§ >

Obtenemos la matriz Hessiana

0% f o*f 1
a9\ ) ) 0
52 (&) g0z (z,y) o
Hf(z,y) 5 5 = .
f f . L
axay(xay) (9:1/2 (1‘7y) y2
La forma cuadrdtica asociada es definida positiva. Esto se siguen de los menores principales dom-
mantes 1 1
Dl = ?, D2 = xTyQ

Por lo tanto, D1 > 0 and Dy > 0 en todos los puntos de R%2. Por lo tanto, Hf es definida positiva
en el dominio de f. Concluimos que f es estrictamente convera en su dominio.

(b) Estudie la existencia de extremos globales de la funcién f en su dominio.

Solution:  Los puntos criticos son la solucion de las ecuaciones

Ve = ( ghen Gew )=(2-1 1-7 ) =00

T

El iinico punto critico es (%, 1). Como la funcion f es estrictamente conveza, el inico punto critico
es el (inico) minimo global de f en su dominio.



(4) Considere el conjunto de ecuaciones

(a)

2y +ze¥ = -1

r—y+z = 0

Demuestre que el anterior sistema de ecuaciones determina implicitamente dos funciones diferen-
ciables y(z) y z(z) en un entorno del punto (z,y,z) = (1,0, —1).

Solution:  Las funciones fi(x,y,z) = 2%y +z2e¥ — 1 and fo(x,y,2) = x —y+ 2z son de clase C*°.
Calculamos

237;1 ZT? |zt 42y e :‘O 1‘:1
2 2 — —
% 0 (y,)=01,0,-1) b Hews=00n b

Por el teorema de la funcion implicita, el sistema de ecuaciones anterior determina dos funciones
diferenciables y(x) and z(z) en un entorno del punto (z,y,z) = (1,0,—1).

Calcule
y'(1),2'(1)

y el polinomio de Taylor de orden uno de las funciones y(z) y z(x) en el punto xg = 1.

Solution: Deriwando implicitamente respecto a x,
20y + 2%y +eVzy + ¥y =
1—9y +2 =

Ahora sustituimos los valores (x,y,z) = (1,0,—1) y obtenemos
Z(1) = 0
1—-¢y'(1)+2(1) = 0

So,
J1)=0, y(1)=1
Por lo tanto, el polinomio de Taylor’s de orden 1de la funcidn y(x) en el punto xo =1 es
Pi(z)=y()+y' ()@ —1) =21
y el polinomio de Taylor’s de orden 1 de la funcidn z(x) en el punto xg =1 es

Qi(x) = 2(1) + 2 () (z —1) = —1



(5) Considere la funcién f(x,y) = 3azy — 2° — y>, donde a # 0 es un pardmetro.

(a)
(b)
()

Determine los puntos criticos de f en el conjunto R2.
Clasifique, de acuerdo a los valores del parametro a, los puntos criticos de f.

Determine el valor del pardmetro a para el cual hay un maximo local donde la funcién f alcanza
el valor 8 y el valor del parametro a para el cual hay un minimo local donde la funcién f. alcanza

el valor —1.

Solution:

(a)

()

El vector gradiente de f es
Vf(z,y) = (3ay — 322, 3az — 3y?)
Los puntos criticos son soluciones del sistema de ecuaciones
3ay — 322 =0,3az —3y> =0

Las soluciones son
0,0) y (a,a)

Hf(z,y) = ( _3?; Egy >

La matriz Hessiana es

En el punto (0,0) obtenemos
0 3a
0.0 = (4 )

Con lo que Dy = —9a® < 0. La forma cuadrdtica asociada es indefinida. El punto (0,0) es un
punto de silla. En el punto (a,a) obtenemos

—6a  3a
Hf(a,a) = ( 3a —6a )
con lo que Dy = —6a, Dy = 27a% > 0.
(i) Sia <0, la forma cuadrdtica asociada es definida positiva. El punto (a,a) corresponde a un
minimo local.
(ii) Sia > 0, la forma cuadrdtica asociada es definida negativa. El punto (a,a) corresponde a
un mazimo local.

Como,
lim f(z,0) = —o0, lim f(z,0) = o0
Tr—00 r— — 00

los puntos anteriores no son extremos globales.
El valor de la funcion en el punto a es

fla,a) = a®
(i) Sia=2, el punto (2,2) corresponde a un minimo local y f(2,2) = 8.
(ii) Sia= -1, el punto (—1,—1) corresponde a un mdzximo local y f(—1,—1) = —1.



(6) Considere las funciones f(z,y) = zy and g(z,y) = 2% + y? — 8 y el conjunto S = {(z,y) : g(x,y) = 0}.

(a)

(b)

Explique por qué f(z,y) alcanza un méximo global en el conjunto S.

Utilizando el método de Lagrange encuentre el méximo global de f f(x,y) en el conjunto S.

Solution:

(a)

(b)

El conjunto es cerrado porque coincide con su frontera. Ademds es acotado. Por lo tanto, es com-
pacto. La funcidn f es un polinomio y, por tanto continua. Como A es compacto, el resultado es
consecuencia del teorema de Weierstrass.

La funcién f es de clase C y se verifica la condicién de regularidad porque Vg(z,y) = (2z,2y)
y (0,0) ¢ S. Los puntos extremos satisfacen las condiciones necesarias de primer orden. El
Lagrangiano es La condiciones necesarias de primer orden son :

Ly(z,y) = y—2x =0
Ly(xz,y) = x—2\y =0
2 4+1y2—8=0

Restando las dos ecuaciones primeras, obtenemos (y — x)(1 — 2X) = 0. Si z = y, entonces la
condicion (3) implica que 2x® = 8 y los candidatos a puntos extremos son (2,2) y (—2,-2). Si
x #y, entonces A = —1/2. De la ecuacion (1) deducimos que y = —z. En este caso, los candidatos
a puntos extremos son (—2,2) y (2,—2).

Como f(2,-2) = f(—2,2) = =4 y f(2,2) = f(—2,-2) = 4, el mdzimo global se alcanza en los
puntos (2,2)y, (—2,—2).



