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(1) Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales,

ax+y+z = b
ar +y—+az =
z+ay+z = 1

donde a,b € R son pardmetros.
(a) Clasifique el sistema segin los valores de a y b. | 10 puntos

Solution: La matriz ampliada asociada al sistema es

Hacemos las operaciones siguientes
fila 2 fila 2—a X fila 1

fila 3+ fila 83— a x fila 1

Y obtenemos que el sistema original es equivalente a otro cuya matriz aumenta es
1 a 1 1
0 1—a? 0 0
0 1—a?> 1-a b—a

Ahora hacemos fila 8+ fila 3 — fila 2 y obtenemos
1 a 1 1
0 1—a? 0 0
0 0 l—a b—-a

Vemos que

(i) sia # 1, entonces rango A = rango(A|b) = 3. El sistema es compatible con solucidn inica.

(ii) sia =1, el sistema es compatible si y sélo si b =1. En este caso, rango A = rango(A|b) = 1.
El sistema es compatible indeterminado con 2 pardametros.

(i) si a = —1, entonces rango A = rango(A|b) = 2. El sistema es compatible indeterminado con
1 pardmetro.

(b) Resuelva el sistema de ecuaciones para el valor a = —1 |10 puntos
Solution: Fl sistema de ecuaciones propuesto es equivalente al siguiente sistema

r—y+z =
2z = b+1

\
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La solucion es



(2) Considere el conjunto
A={(z,y) eER*: 2% +9* <4, y<2—a, y>x—2}

y la funcién
fla,y) =—In((z+1)° +y%)

(a) Dibuje el conjunto A y justifique si es abierto, cerrado, acotado, compactoo o convexo. | 10 puntos

Solution: El conjunto A es el siguiente (en azul).
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El conjunto A cerrado porque A C A. No es abierto porque ANOA # 0. Es acotado. Por lo tanto,
el conjunto A es compacto. Es convexo porque el conjunto A es la interseccion de tres conjuntos
convexos A= BNCND con

B={(z,y) eR*:2” +y* <1}

C={(z,y) eR*:y <z -2}

D={(z,y) eR*:y>2—u}

La funcién g(z) = x® 4+ y? es convera. Por lo tanto B es convero. Los conjuntos C' y D son
semiplanos y, por lo tanto, también convexos. Puesto que A es la interseccion de tres conjuntos
convezo, es también convero.

(b) Enuncie el teorema Weierstrass. Determine si es posible aplicar este teorema a la funcién f definida
en el conjunto A. Utilizando las curvas de nivel, determine (en caso de que existan) los puntos

extremos globales de la funcién f en el conjunto A. |10 puntos

Solution:  El conjunto A es compacto. La funcién f(z,y) = —In((z +1)? +y?) es continua
en su dominio de defincion D(f) = R%\ {(—1,0)}. Puesto que, (—1,0) € A, la funcién f no es
continua en A. FEl teorema de Weierstrass no puede ser aplicado. Ademds,

lim x,y) = +00
eroter V)
Concluimos que la funcion no alcanza un valor mazimo en A. Las curvas de nivel estdn determi-
nadas por la ecuacion (x + 1)2 +y2? = ¢, ¢ > 0. Por lo tanto, las curvas de nivel de f son ciculos
de centro (—1,0) y radio \/c. En la figura aparecen representadas las curvas de nivel en rojo color.
La flecha representa la direccion de crecimiento de la funcion f



=
N

Graficamente, vemos que el valor minimo se alcanza en el punto (2,0). Para ayudar a entender
mejor el ejercicio, la representacion grdfica de f es

La asintota vertical se da en el punto (—1,0).



(3) Considere la funcién f(x,y) = 22 + 4oy — 22 + 2> + 6y — 20y.

(a)

Determine el mayor subconjunto abierto de R? donde la funcién f es estrictamente céncava o con-
vexa. | 10 puntos

Solution: FEl gradiente de la funcion f es
Vf(z,y) = (2z + 4y — 2,4z + 6y> + 12y — 20)

Obtenemos ahora la matriz Hessiana

2 4
Hi(wy) = ( 4 12y +12 )

Tenemos D1 = 2 > 0, Dy = 8 + 24y. Por lo tanto, Dy > 0 si y sdlo si y > —1/3. Por lo tanto, la
funcién es conveza en el conjunto {(z,y) € R? :y > —1/3}. La funcién no es céncava en ningin
subconjunto abierto de R2.

Encuentre los puntos criticos de f y clasifiquelos en maximos/minimos (locales o globales) y puntos
de silla. | 10 puntos

Solution:  Los puntos criticos satisfacen las ecuaciones
20 +4y —2=0, 4x+6y°>+12y—20=0

Las soluciones son

5 9 5 4
xTr = s = —4, xr = -, = —
Y 3 Y73
La matriz Hesstana evaluada en el punto x =5, y = —2 es
2 4
Hf(5a_2) - ( 4 —12 )
Los menores principales de la matriz Hessiana son D1 = 2 > 0, Dy = —40 < 0. Por lo tanto, el
punto (5,—2) corresponde a un punto de silla. La matriz Hessiana evaluada en el punto x = —%,

yz%es

5 4 2 4
Hf(‘s’s):@ 28)

Los menores principale dominantes de la matriz Hessiana son D1 =2 > 0, Dy =40 > 0. Por lo
5 4

tanto, el punto (—g, g) corresponde a un minimo local. No corresponde a un minimo global porque,

lim f(0,y) = lim (2y3 + 6y* — 20y) = —oc0
Yy—r—00 Yy——00



(4) Considere el conjunto de ecuaciones

(a)

(b)

rz+yz = —4
r+yt—2z = -2

Demuestre que el anterior sistema de ecuaciones determina implicitamente dos funciones diferen-

ciables y(x) y z(x) en un entorno del punto (z,y, z) = (—1,—1,2). | 10 puntos

Solution: Observamos que (z,y,z) = (—1,—1,2) es una solucidn del sistema de ecuaciones.
Las funciones f1(x,y,2) = vz +yz+a y f2(x,y,2) = 2 +y?> — 2+ 2 son de clase C*. Calculamos
% % |z Tty 2 =2 6
ob  bf T2y -1 T -2 -1
9y 02 |(gy,2)=(~1,-1,2) (w,y,2)=(-1,-1,2)

Por el teorema de la funcion implicita, el anterior sistema de ecuaciones determina implicitamente
dos funciones diferenciables y(z) y z(x) en un entornno del punto (z,y,z) = (—1,—1,2).

Calcule
y'(=1),2/(-1)
y el polinomio de Taylor de orden uno de las funciones y(z) y z(z) en el punto zy = —1.

10 puntos

Solution: Deriwando implicitamente con respecto a x,
2 vyt +z2 = 0
29y —2'+1 = 0

Insertamos los valores (z,y,z) = (—1,—1,2) y obtenemos
2y (-1) =22/ (-1)+2 = 0
1-2¢y(-1)=2'(-1) = 0

Por lo tanto,
y'(-1)=0, 2(-1)=1

Por lo tanto, el polinomio de Taylor de orden 1 de la funcion y(x) en el punto xo = —1 es
Pi(z) =y(-1)+y'(-1)(=z+1) = -1
y el polinomio de Taylor de orden 1 de la funcidn z(x) en el punto xog = —1 es

Que) = 2(-1) +Z(-D(@ +1) =z +3



(5) Considere los puntos extremos de la funcién

flz,y) =22° — 3

en el conjunto

S={(z,y) : 2° +y* = 5}
(a) Escriba la funcién Lagrangiana, las ecuaciones de Lagrange y encuentra las soluciones. | 10 puntos

Solution:  El Lagrangiano es

L(z,y) :2x3—y3—)\(x2+y2—5)

Las ecuaciones de Lagrange son

622 — 2)\z
—3y% —2)\y
22 4y

que podemos reescribir como
2z(3z — )
y(3y +2X)
x? + y2

Obtenemos inmediatamente las soluciones

)\:
A= -3v5

‘T:07 y:—\/g,

x =0, y:\/ga

.’I,':—\/g, y:07
=45 y=0,

En otro caso, obtenemos las ecuaciones
3z — A
3y + 2\
22 4 o2

35
==

3v5
-

A

A=3V5

Es decir, A = 3x y sustituyendo en la sequnda ecuacion, obtenemos 3y + 6x = 0. Por lo tanto,

y = —2x y sustituyendo en la tercera ecuacidn obtenemos 5x? = 5.

también las soluciones

y=2

Solution:

y:_27

Por lo tanto, obtenemos

Encuentre el méaximo y el minimo global de f en el conjunto S. | 10 puntos

El conjunto S es compacto y la funcion f es continua. Por lo tanto el la funcion f

alcanza mdximo y minimo globales en S, por el teorema de Weiestrass. Notemos que

f (_17 2)

~10
5v5

—5v5
10
—10v5

10v5



Vemos que el mdzimo global se alcanza en el punto (\/5, 0). El valor mdzimo es f (\/E»)7 0) = 10V/5.

El minimo global se alcanza en el punto (—\/5, 0). El valor minimo es f (,\/5, O) = —10v/5. Por
supuesto, estos puntos son también extremos locales.



