University Carlos II1
Department of Economics
Mathematics II. Final Exam. June 2010

Last Name: Name:
ID number: Degree: Group:
IMPORTANT
e DURATION OF THE EXAM: 2h
e Calculators are NOT allowed.
e Scrap paper: You may use the last two pages of this exam and the space behind this page.
e Do NOT UNSTAPLE the exam.
e You must show a valid ID to the professor.
e Read the exam carefully. Each part of the exam counts 1 point. Please, check that there are 10 pages

in this booklet

Problem | Points




(1) Consider the set A= {(x,y) € R?: |y| <22, =z >0}.
(a) Draw the set A, its boundary and interior and determine wether A is open, closed, bounded, compact
and/or convex. You must argue your answers.
(b) Consider the function f(x,y) = x +y?. Determine if this function attains a mazimum on A. Does

it attain a minimum? If the answer to any of these questions is yes, find the extreme points of f
on A.

Solucién:

(a) La desigualdad |y| < 22 es equivalente a —2% < y < z2. El conjunto A puede escribirse como
A={(z,y) e R?: —22 <y <% 2 >0} La representacion gréfica es

Y

La frontera y el interior estdn representados en las siguientes figuras

Y Y.

Como 9(A) C A, el conjunto A es cerrado. No es abierto ya que el interior de A no coincide con A.

El conjunto no es acotado ya que contiene todos los puntos de la forma (n,0) paran =1,2,.... El
conjunto no es convexo porque los puntos p = (0,0) y ¢ = (1,1) pertenecen a A pero la combinacién
convexa
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(b) Las curvas de nivel de la funcién f son curvas de la form z = C —y? con C € R. La representacion
grafica para diferentes valores de C es la siguiente (las flecha indica la direccion en la que el valor
de f crece al aumentar el valor de C')

ya que

— =

Gréficamente, vemos que el valor minimo de f se alcanza en el punto (0,0) € y que f no alcanza
un valor maximo en A.



(2) Consider the following system of equations

P 4+3r—y—t? = 3
ny+z—22 = 0

(a) Prove that the above system of equations determines the variables y, z as differentiable functions

of x and t in a neighbourhood of the point (z,y,z,t) = (1,1,1,0).

(b) Let y(x,t) be the function whose existence has been proved in part (a). Write the equation of the

plane tangent to the graph of y at the point (x,t;y(x,t)) = (1,0;1).

Solucioén:

(a)

Consideremos las funciones

fl(x7yvzat)zz3+3x_y_t2_3

fZ(xvyvzat) = 1ny+x_22

Estas funciones son de clase C'. Ademés se comprueba facilmente que el punto ((1,1,1,0) es una
solucion del sistema

f1(1,1,1,0) = f2(1,1,1,0) =0
Ahora comprobamos que

A(f1, f2) (1 327 ) (—1 3 )
21 72/(1,1,1,0) = det = det =—1+#0
8(?:/7 Z) ( ) v —2z rz=1,y=1,2=1,t=0 1 —2 ;é

Yy
por lo que se verifican las hipotesis del Teorema de la Funcion implicita y podemos despejar las
variables y, z como funciones diferenciables de z y ¢ en un entorno del punto (z,y, z,t) = (1,1, 1,0).

Derivamos el sistema respecto a x

20z [} _
IR
5% + 1-— 22@ = 0
Ahora sustituimos z =1, y =1, 2 = 1, ¢t = 0, con lo que obtenemos
392(1,0)+3 - 2£(1,0) = 0
(1,00 +1-22%(1,0) = 0
Resolviendo este sistema, obtenemos
oy 0z
—(1,0)=-9, —(1,0)=—-4
8:17( ,0) ’ ax( 0)
Derivamos el sistema respecto a t
322%5 & _ 8215 =0
Ahora sustituimos x =1, y =1, 2 = 1, t = 0, con lo que obtenemos
oz o _
{952 -8
Resolviendo este sistema, obtenemos
oy 0z
—(1,0) =0, —(1,0)=0
at( ) ) ) at( k) )
La ecuacion del plano tangente a la grafica de y en el punto (z,t;y(z,t)) = (1,0;1) es
oy dy

y=9y(1,0) + ==(1,0)(x — 1) +

ox (L,b0)(t—0)=1—-9(z—1)

ot



(3) Suppose a monopoly produces three different products, whose inverse demands are given by the following

functions
p1=45—4q
P2 =29 — 3¢2
ps =21 —2q3

where q1, q2 y q3 are the quantities demanded and p1, p2 y ps are their respective prices. The cost

function is C(Q) = 20 + 5Q + Q% with Q = q1 + q2 + g3.

(a) Write the function of net profit B(qi1,q2,q3) (that is, revenue minus cost) as a function of the
amounts demanded. Determine wether the profit function B(q1,qe,qe) is concave or convex.

(b) Compute the levels of demand q1, g2 y g3 that mazimize the profit of the monopoly. Justify that
these amounts that you have obtained are a global mazimum of the function B(q1, g2, qe)-

Solucién:
(a) La funcion de beneficios viene dada por

B(q1,q2,q¢) = q1(45 — 4q1) + ¢2(29 — 3¢2) + q3(21 — 2g3) — (20 + 5(q1 + q2 + g3) + (@1 + q2 + g3)?)
= 40q1 + 24q2 + 16gs — 5¢F — 443 — 343 — 2q1q2 — 2q1q3 — 2q2q3 — 20

Para determinar si la la funcién de beneficios B(q1,¢2,q.) €s concava o convexa, calculamos su
matriz Hessiana

-10 -2 =2
HB(QlaQQer) = -2 -8 -2
-2 -2 -6
Los menores principales son
10 —2 -10 -2 -2
di=-10<0, Dy= =76>0, D3=| -2 -8 -2 |=-400<0
-2 -8 -2 -2 -6

Vemos que la matriz Hessiana es definida negativa. Por lo tanto la funcién de beneficios es estri-
camente concava en todo R3.

(b) Para obtener el/los extremos se identifican los puntos criticos, es decir, los puntos para los cuales
VB(q1,92,9.) = (0,0,0). Dado que la funcién de beneficios es derivable en todo su dominio, no
hay mas puntos criticos que los que hacen cero el gradiente.

0B
7 = —10¢1 —2¢2 —2¢3+40=0
oq
0B
- = *8(]272Q172(]3+24:0
0q2
0B
dq3
La solucién de este sistema es
86 48 22
= — ~3.44 = —~1.92 = —=0.
=5 3.44, qo 55 92, g3 o5 0.88

Como la funciéon de beneficios es concava en todo R3, el punto critico corresponde a un maximo
global de B.



(4) Consider the function f(x,y,z) = 3ax® + axz + aby® + 3az? with a,b € R.
(a) Find the values of a,b € R for which the function f is convex.
(b) Find the values of a,b € R for which the function f is concave.

Solucioén:
(a) El Lagrangiano asociado al problema es
2

L(xaywz)=$2—y2+2$y—%+6+/\(z—2x—2y—|—l)
Las ecuaciones de Lagrange son
2042y — 22 =0
—2y+2x—-2X=0
—z+A=0
20 +2y—1==2

es decir,
rT+y=2A
T—y=A
z=A

2042y —1=2z

(b) De las dos primeras ecuaciones obtenemos x + y = x — y que implica que y = 0. Por lo tanto, las
ecuaciones se reducen a

=M\
z= A
20— 1=z

Obtenemos que A =z =2\ —1porloque A=z =1. Lasolucibonesx =1,y =0, z = 1.



(5) Consider the following mazimization problem f(x,y) = 2% — 6x +y?> + 9 in the set A = {(x,y) € R? :
2?4+ y? < 4}.
(a) Justify that the function f has extreme points (i.e. mazima and/or minima) on the set A. Write
the Kuhn-Tucker equations that determine the extreme points of f on A.
(b) Compute the points that satisfy the Kuhn-Tucker equations. Determine at which points does the
function [ attain a mazximum on A and at which points does it attain a minimum.

Solucién:
(a) La funcién f(z,y) = y(x — 1) es continua y el conjunto {(x — 1)? + 3? < 2} es compacto. Por el
Teorema de Weierstrass existe un maximo y un minimo global. Las funciones y(z —1) y (z —1)*+
y? — 2 son de clase C™ y se verifica la condicién de regularidad. El Lagrangiano del problema es
L=ylz-1)+ A2~ (z-1)* —y?)

y las ecuaciones de Kuhn-Tucker son

oL
oL
s 1oy =
By T Ay =0

AM2—(z—1)*=¢yH =0
(x—1)*+y* <2
A>0

(b) Con A = 0 obtenemos la solucion = 1, y = 0. Buscamos ahora las soluciones con A # 0.
Suponiendo esto, las ecuaciones de Kuhn-Tucker son

y=2Az—1)
r—1=2\y
(-1 +y*=2
A>0

Sustituyendo & — 1 = 2\y en la ecuacién (1), obtenemos que 4\?y = y. Una posible solucién es
y = 0y de nuevo obtenemos = = 1. Pero esto no es compatible con (z — 1)? + y? = 2. Concluimos
que y # 0y, por lo tanto

1
A==
4
Como A > 0 obtenemos )
A= —
2
Las ecuaciones de Kuhn-Tucker se reducen a
y=z—1
(x—1)°+y* =2
A=1/2

Sustityendo y = 2 — 1 en la segunda ecuacién, obtenemos que 232 = 2 es decir, y = 1. Por tanto,

también obtenemos las soluciones

1 1
=2,y=1, A= - = =—-1,A==
X ’y ) 2’ z O’y ) 2

Como f(1,0) =0, f(2,1) =1 = f(0,—1) el valor maximo se alcanza en los puntos (2,1) y (0, —1).



