‘Ejercicio‘l ‘2 ‘3 ‘4 ‘5 ‘6 ‘7 ‘8 ‘total

Universidad Carlos I1I de Madrid

Departamento de Economia Examen final de Matematicas I 5 de septiembre de 2008

APELLIDOS: NOMBRE:

DNI: Titulacion: Grupo:

1. Sead = {(x,y) : x> +2x < y < 4 —x?}.Consideramos en R el orden de Pareto definido
por (xo,yo) <p (xl,yl) < x0 < x1, Yo < yi1. Se pide:
a) Representar graficamente el conjunto 4, y hallar los puntos maximales y minimales, asi como
el maximo y el minimo del conjunto 4, si existen.
b) Calcular el area de dicho conjunto A4.
1 punto

a) En primer lugar, hallemos los puntos de corte de las funciones x> + 2x y 4 — x>. Ahora bien,
X+2x=4-x> =2 +2x-4=0=x=-2,x= 1.

Luego los puntos de corte de dichas parabolas son (-2,0), (1,3).

La parabola convexa x? + 2x tiene un minimo en el punto (—1,-1).

La parabola concava 4 — x? tiene un maximo en el punto (0,4).

Por lo tanto, el conjunto es, aproximadamente, el siguiente:




A partir del dibujo se deduce que:

maximales (A)={(x,y) : 0 <x < 1,y = 4—x?}
minimales (A)={(x,y) : -2 <x < -1,y = x> + 2x}
El conjunto no tiene ni maximo ni minimo.

b) Como la funcidén x? + 2x queda, en el conjunto A, por debajo de la parabola 4 — x2,

y los puntos de corte de ambas funciones son -2 y 1, el 4rea vale:

¢ 1 1

Area (A)=I_2[4 —x2 = (x% + 2x)]dx = .[_2 [4 - 2x% — 2x)]dx = [4x — 2x° —x?]}, =
= [4—%—1]—[—8—%(—8)—4] = %+[12—%] = % = 0.



In(2x - 1) -
w1 Se pide:

a) Hallar el dominio, los puntos de corte con los ejes, asi como la posicion de la grafica respecto
al eje horizontal.
b) Hallar los intervalos de crecimiento / decrecimiento de £, asi como sus extremos locales y/o
globales.
c) Hallar las asintotas de esta funcidn, su imagen, y representar la grafica.
1’S puntos

2. Seala funcion f(x) =

a) La funcidn estad bien definida cuando 2x — 1 > 0 o, equivalentemente, en el intervalo (%,oo).

La funcion no puede cortar al eje vertical (no esta definida en el 0) y cortara al eje horizontal

cuando se anule el logaritmo, es decir, cuando2x -1 =1 & x = 1.

Finalmente, como el denominador siempre es positivo en el dominio de definicion, la grafica de
la funcion quedara por

encima del eje horizontal cuando 2x — 1 > 1, es decir, en el intervalo (1,%), y debajo del eje
horizontal en el intervalo (% ,1).

b) Calculemos la derivada de f :
2_(2x—1)-2In(2x—1) _ 2(1-In(2x-1))

/ — _2x1
/) (2x - 1)2 Qx-1)2
luego f'es creciente cuando
1-In(2x-1) >0 < In@x—1) < 1 «‘:>O<2x—l<e<:>%<x<e;—1
fes decreciente cuando
1-InQx—-1) <0< Inx-1)> 1 < 2x—1 >ec>x>e'£—1
Luego falcanza su tnico maximo local (y global) en el punto x = L21.
c) Asintotas verticales: inico punto a intentar es x = %
: : In(2x - 1) _
Iim flx) =lim —& = =% = -,
x—>1/2+f( ) wint 2x—1 0
luego la tnica asintota vertical de f'se hallaenx = %
Asintotas horizontales y oblicuas: inico punto a intentar es oo.
) o In(x-1) o . T 2x2—1 _
lim /1) lim =55 = & = (W Hopital) <lim 51 =0,

luego la Unica asintota horizontal de f'se halla en oo, y no hay asintotas oblicuas.

En cuanto a la imagen, como lim f{x) = —oo,
x-1/2*

e+ 11 fes decreciente en [%,oo),

fees creciente en (-,

In(exL) - 1)
R 6-5 1 ) = 2 -1 y lim f{x) = 0, se deduce que Im(f) = (—00,%]-

2(%) -1 € 7

Por lo tanto, la grafica de f'es, aproximadamente, asi:
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3.
a) Enunciar el teorema de Weierstrass para funciones continuas.

a si x=-1
b) Dada la funcion f: [-1,1] — R definida por f{x) = x> si —1<x< 1, estudiar, segin
b si x=1

los valores a, b, si se cumplen las condiciones (hipdtesis) del teorema de Weierstrass.

c) Para la funcion anterior estudiar, segun los valores a, b, si se cumplen las conclusiones (tesis)
del teorema de Weierstrass.
1’S puntos

a) Una funcion continua definida en un intervalo cerrado y acotado alcanza méximo y minimo.

b) La funcidn fest4 definida en un intervalo cerrado y acotado.
Cumplira las hipotesis del citado teorema si, ademas, la funcion es continua en dicho intervalo.

Ahora bien, f'serd continua en —1* cuando a = —1.
Analogamente, f'serd continua en 1~ cuando b = 1.
Luego f cumple las hipotesis del teorema cuando a = 1,6 = 1.

c¢) Desde luego, se cumplen las conclusiones del teorema cuando la imagen sea un conjunto que
posea maximo y minimo.

Obviamente, Im(f) = {a,b} U (-1,1), pues {x* : -1 < x < 1} = (-1,1).

Luego para que Im(f) sea un conjunto que posea maximo y minimo,

sera condicion necesaria y suficiente que

min(a,b) < —1,max(a,b) > 1.

Esto sucede, por ejemplo, sia = 7,b = —3. Su gréfica seria, aproximadamente, asi:






4. Sea C(x) = 8 +x+ 0'01x? la funcion de costes de una empresa. Supongamos que dicha
empresa produjo el mes pasado 4 unidades. Se pide:
a) (Cuanto le cost6 a la empresa producir la Gltima unidad? ;Cuanto le hubiera costado a esa
empresa haber producido una unidad adicional?
b) Relacionar dichos valores hallados en la parte a) con la derivada de C(x) en x = 4, utilizando el
hecho de que esta funcién es convexa.
1 punto

a) Coste de producir la ultima unidad = C(4) — C(3) = 8 +4+0'01.4%2 — (8 +3+0'01.3%) =
— 1+4001.(42-32) = 1'07.

Coste de producir una unidad adicional = C(5) — C(4) = 8 +5+0'01.52 — (8 + 4+ 0'01.42) =
— 140'01.(52—42) = 1'09.

b) Como C(x) es convexa, se cumple que, para cualquiera par de numeros x1,x, que satisfagan
X1 < 4 < x2, se deduce que

C'(x1) < C'(4) < C'(x2). Luego, por el teorema del valor medio se cumple que:

i) C(4) - C(3) = C'(x1).(4-3) = C'(x1), donde el punto x, esta en el intervalo (3,4).

ii) C(5) —= C(4) = C'(x2).(5—4) = C'(x,), donde el punto x; esta en el intervalo (4,5).

Por tanto, coste de producir la ultima unidad = C '(x;) < C'(4) < C'(x2)= coste de producir
una unidad adicional.



a)

Sea la funcién f(x) = exx——l , se pide:

Estudiar la existencia de asintotas verticales, horizontales y oblicuas de la funcién f{(x).
Probar que la imagen de f{x) esta contenida en el conjunto (0,1) U (1,0).

Sugerencia para b): probar que f(x) # 1 es equivalente a que 1 +x # e*, para cualquier x # 0.

1 punto

a) Desde luego, f'es continua en todos los puntos excepto en x = 0y, por lo tanto, en esos puntos

no habra asintota vertical.
Ahora bien, en dicho punto tampoco existe asintota vertical, pues

. X _ 0 _(y/ . T
l)glg o —1 o = (L'Hopital) lxl—l:l(;l = 1.

Sigamos ahora por el comportamiento asintotico en o. Para ello,
lim —%— = 2 = (L'Hopital) =lim L = L = 0.

X—>00 - 1 X300 e

Luego la funcion presenta asintota horizontal y = 0 en oo.
En cuanto al comportamiento asint6tico en —co, empecemos por la existencia de asintota
oblicua:

i S X —Ti 1 _ .
R R DR

b =lim flx) - ax =lim (X +x) =lim x(1+—e_1—1) =L =0
(pues lim xe* =lim —X- = =2 — (L'Hopital)=lim —L - 0).

Luego y = —x es la asintota oblicua en —co.

b) Consideremos x + 0, pues ese punto no pertenece al dominio.

El numerador de la funcion es positivo para los reales positivos y negativo en caso contrario.
En cuanto al denominador, sucede lo mismo, pues e* es creciente y vale 1 cuando x=0.

Por lo tanto la funcion siempre tiene signo positivo o, en otras palabras, que Im(f) < (0, ).
Por otro lado, siguiendo la sugerencia, 1 + x # ¢*, para cualquier x # 0,

pues la funcion e* es convexa y su tangente en el punto x=0 es larectay = 1 + x, por lo que
l+x<e*six #0.

Por lo tanto, Im(f) < (0,1) U (1,).



6. Sea C(x) =48 + Jx° la funcién de costes de una empresa monopolista, donde x > 0 es el

numero de unidades producidas de cierta mercancia, y cuya funcion inversa de demanda (o

precio por unidad) es p(x) = 45 Se pide:
X

G

a) Probar que la funcion de beneficios es concava y, a partir de ahi, determinar la cantidad x que
maximiza el beneficio.

b) Probar que la funcién de coste medio es convexa en (0,) y, a partir de ahi, determinar la
cantidad x que minimiza el coste medio (o por unidad).

c) Supongase ahora que, debido a determinadas restricciones legales, @ > 0 representa la
produccion minima de dicha empresa 'y b > a representa la produccion maxima de dicha
empresa; es decir, a < x < b.

Discutir, segun los valores de a y b, la produccion que llevara a cabo esta empresa cuando se
plantee: 1) maximizar beneficios; ii) minimizar costes medios.
1’S puntos

a) La funcion de beneficios es B(x) = 45,/x — (48 + x>?). Por tanto,

B'(x) = 475x‘”2 - 2x*2yB"(x) = —t—sx‘m — 3x!2 < 0, para todo x > 0,

luego B(x) es estrictamente concava.
Por tanto, si existe un punto critico (necesariamente unico) sera el maximizador global.
Ahora bien,

B'(x) = 475x‘1/2—%x3/2 = 0= =¥ =9=x>=x=3>0

Luego la producciéon x = 3 maximiza el beneficio.

b) La funcion de coste medio es Cgcx) = 48x~" + x*2, luego
; "
( Cgcx) ) = —48x2 + 3x'y (%x)) = 96x73 + 2x72 > 0, para todo x > 0,

luego la funcidn de coste medio es estrictamente convexa.
Por tanto, si existe un punto critico (necesariamente unico) sera el minimizador global.
Ahora bien,

!
( C)(Cx) ) = 487+ 3x? =0 = 487 = 2y =32 =1 = x=4>0.

Luego la produccion x = 4 minimiza el coste medio.

¢) i) la empresa maximiza beneficios:

como la funcioén es creciente en el intervalo (0, 3] y decreciente en el intervalo [3, ),
se deduce que:

sia < 3 < b = el beneficio maximo se alcanza en x = 3.

si3 < a = el beneficio maximo se alcanza en x = a.

si b < 3 = el beneficio maximo se alcanza en x = b.

i1) la empresa minimiza costes medios:

como la funcioén es decreciente en el intervalo (0,4] y creciente en el intervalo [4, ),
se deduce que:

sia <4 < b = el coste medio minimo se alcanza en x = 4.

si4 < a = el coste medio minimo se alcanza en x = a.

sib < 4 = el coste medio minimo se alcanza en x = b.



7. Dada f(x) = (x — 3)e™, se pide:
a) Hallar Fy(x) la primitiva de f{x) que cumple F(0) = 2.
b) Obtener el polinomio de Taylor de Fo(x) de orden 2, centrado en a = 0, y utilizarlo para
calcular aproximadamente Fo(=0'1).
Sugerencia: los apartados a) y b) son independientes.
1 punto

a) Integrando por partes, y llamando u(x) = x - 3,v'(x) = ™,

se obtiene que cualquier primitiva se expresa asi:

_f(x —=3)e¥dx = (x—3)(—e™) - j l.(—e™dx =—-(x—-3)e*—e*+C=02—-x)e*+C
Luego Fp(0) =2+C=2= C=0.

Por lo tanto, Fo(x) = (2 —x)e™

b) Sea F(x) cualquier primitiva de f{x). Entonces, como, F''(x) = f{x) y
F"(x) =f'(x) = e*+ (x—=3)(—e™) = (4 —x)e™*, se deduce que:

Fo(0) = 2,Fy(0) = f0) = -3,F"(0) = 1'(0) = 4.

Luego el polinomio de Taylor pedido sera:

P(x) = 2 —3x+2x%. Y, a partir de aqui, el valor aproximado de Fo(-0'1) sera:
Fo(=0'1) = P(=0'1) = 2+0'3+0'02 = 232
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8. Se considera F(x), la primitiva de la funcién f{x) = definida para x > 0, que

satisface F(0) = 0. Se pide:
a) Estudiar el crecimiento / decrecimiento, y la concavidad / convexidad de F(x), asi como la

posible existencia de extremos (locales y globales) y de puntos de inflexion.

2
b) Probar que % > L, six > 3, y deducir de ahi que, si x > 3, F(x) > +x + K, para algin
X

K.

c) Representar la grafica de F(x), calculando previamente la asintota de F'(x).
1’S puntos

a) Calculemos, en primer lugar, el signo de la derivada de F(x).
%2

F'(x) =flx) = £ +‘1‘ < 0 < xe(0,2).

F'(x) = flx) = 2+41‘ > 0 < xe(2,0).

Luego F(x) es decreciente en (0,2), y creciente en (2,0).
Por lo tanto, F(x) tiene un minimo local y global en x = 2.
Por otro lado, calculemos el signo de la derivada segunda de F(x) :
2x(x? +1) = 2x(x> — 4) 10
F"(x)=f'(x) = = X >0
luego F(x) siempre es convexa y, por tanto, no tiene puntos de inflexion.

b) Observacion: la desigualdad se prueba de la siguiente forma: como
2 . , :
X =4 5 L x> 3, pues es equivalente a 2x> — 8 > x2 + 1, lo que equivale a x> > 9,
x2+1 2 .
entonces tenemos que, six > 3:

F(X):I;f(t)dt = IZf(t)dt + I:f(l)dl > K/ + %(X . 3) _ %X n K’
llamando K = K' — 2

¢) Para calcular la asintota de F(x) en o, debemos hallar primero:

A =lim F(x) y B —hm F(x) — Ax. Por lo tanto, aplicando que F(x) > —x +K:

A =lim @ = o = (L’Hopital)zlim f(T) = 1. A continuacion, calculemos B :
X—00 X—>00 2

B =lim F(x) — Ax = £) - 1)dr =1 L4 +1dt=
im £ -4 lim [} () = Dar =lim [} (5=4 - L1

=lim f ( o )dt =lim [-5arctant]j =lim —5arctanx = Tﬂ

Por tanto, la asmtota oblicuaencwesy = x — S y, como la funcion F(x) es

2
convexa en todo su dominio, dicha asintota queda por debajo de la grafica de F(x).

Asi pues, la grafica de F(x) es, mas o menos, asi:



y=x-5pi /2



