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MODELO 1.

1. Dadalafuncion f(x) = |+ — 1. Se pide:
a) Representar lagréficadefy determinar su dominio e imagen.
b) Consideremosf(x) restringidaal intervalo donde es decreciente. Hallar su inversay
representarla.
Sugerenciapara d) y b): no es necesario derivar.
1 punto

a) Lagréficadef se obtiene a partir de lagréficade 1 a partir de dos operaciones:

i) en primer lugar, considerar lafuncion g(x) = <+ — 1, simple traslacién una unidad
haciaabajo lagréficade <, conlo cual el Gnico punto de corte de esta nueva gréfica

con €l ge horizontal seria el punto (1,0).

il) en segundo lugar, en aquellos puntos donde g(x) toma valores positivos o cero ( el intervalo
(0,1)), lafuncién f(x) coincide con g(x), mientras que, en aquellos puntos donde g(x) toma
valores negativos, ( losintervalos (—«,0) y (1,)), lafuncion f(x) coincide con —g(x).

Por lo tanto, es claro que el dominio def es (-, 0) U (0,), mientras que su imagen es [0, ).
Lagréficadef tiene, aproximadamente, el siguiente aspecto (ver imagen abgjo alaizquierda):
b) f(x) es decreciente en el intervalo (0, 1], donde g(x) es positiva.

Luego, en dicho intervalo, se cumple:

fx) =y=1-1=y+1=121 :>x=ﬁy
Por lo tanto, f1(x) = .

En definitiva, comof : (0,1] - [0,) eshiyectiva, f* : [0,00) - (0,1] tambiénloesy,
por tanto, su gréfica sera aproximadamente asi (ver imagen abajo ala derecha):




2. Sealafuncion f(x) = £=L. Sepide:

a) Hallar losintervalos de crecimiento / decrecimiento de f, asi como sus extremos locales y/o
globales.

b) Hallar losintervalos de concavidad / convexidad de f, asi como sus puntos de inflexion.

c) Consideramosen R? el orden de Pareto definido por (Xo,Yo) <p (X1,Y1) © Xo < X1, Yo < V1.
Hallar, si los hay, los puntos maximalesy minimales, el maximo y el minimo del conjunto
A={xy 1 f(X) =y < —x+2,x> -1}.

Sugerencia: antes de derivar, siempre es recomendable ssimplificar.

1'5 puntos
a) Antes de nada, smplificando la funcién, obtenemos que, si x # 1:
_ Do) xaxrdx . (aDEx Py _ 1
fo) = (%= 1)(x+l) - (x+l) Tl x+1- (x+1) =x+1-1+ (x+1) = X+ (x+1) -~

Por lo tanto, f’ (x)—l—
o 1l-—L >O4:>1>

. Asi pues, f escreciente < f'(x) > 0 <
= (X+1D?> 1o xe (—0,-2) U(0,1) U (1,0).

(x+1)? (1)2
f esdecreciente f' (x)<0<:>
<:>1—(X+1l)2<04:>1<( E = X+ 1D?<1x+ -1 xe (-2,-1) U (-1,0).

Por lo tanto, f alcanza un méximo local en x = —2'y un minimo local en x = 0.
Obviamente, dichos puntos no son extremos globales, pues lim f(x) = +co.

b) Comof" (x) = o 1)3 , Se deduce que o

f esconvexa= f"(x) > 0 = 5 21)3 >0 x+1>0< xe (-1,1) U (1,).
fesconcava=f"(X) < 0 = o 1)3

Observemos que, como x = —1 no pertenece a dominio de f, dicho punto

NO es un punto de inflexion.
c) Larectay = —x + 2 cortaalagréficade f cuando

1 _ 1
X+ (x+1)__X+2<:>2(X_1)+m—0<:>2()(2 1)+1 0C>X2——

Por lo tanto, los puntos de corte de larectay lafuncion son: (—7, 7 +2),(

Y, como f(x) es convexaen €l intervalo (-1,1), f(x) queda debajo de
larecta (decreciente) y = —x + 2.

Por lo tanto, teniendo en cuenta que f(x) es decreciente en (—%, 0) y creciente en (0, £),

el conjunto A tiene laformasiguiente:
=
|
|
i

272 V212

<0=x+1<0<= xe (—»-1).

r
X=I5

& X==
%,—%+2).

Asi pues, tenemos que:
Maximales (A)= {(x,y) : X [—L, %],y = —X+ 2} = no existe maximo.
Minimales (A)= {(x,y) : X € [—7, 0],y = f(X)} = no existe minimo.



/ 2_ .
1§ x<0

3. Dadalafuncion definida por f(x) = 0 s x=0
V1 -1
bx
a) Estudiar, segunlosvaloresdea,b > 0, lacontinuidad def .
b) Calcular lasasintotasdef .
1 punto

s x>0

a) El Unico punto donde f puede ser discontinua es el 0. Veamos cuales son los limites laterales
en dicho punto, por el método de racionalizacion:

. . . / 2_ . / / . .
i) lim f(x) —I|m N | Y = S | S S
X0 X0~ ax(Jl+x +1) 0~ XWIP+1) 4 o a1t +1)
i) Por €l mlsmo motivo, lim f(x) =
x—0"

Luego f es continua en O para cualesquieravaloresde ay b.
b) Andlogamente, por el método de racionalizacié on obtenemos que
lim f(x) =lim —=2%-— = L.lim L

X—>00 x—w  b(y1x2 +1) b X—>00 }—2+1+— B b’
X
luego larectay = L %Iaasintota horizontal de f(x) en oo.
lim f(x) =lim —=2— = 1. lim —2— = (&).lim —— = 3,
X——00 ( ) X——00 a(1/1+X +1) a X——00 :|.+X2 +1 ( a ) X—>00 L+1+L a

x2 L
luego larectay = =L eslaasintota horizontal def(x) en — co.



4. Sea y = f(x) lafuncion definida de manera implicita mediante la ecuacién
In(x —y) + 2x = 4y en un entorno del punto (2,1). Se pide:
a) Hallar, mediantef '(2), laecuacion de larectatangente alagréficadef en el punto (2,1).
b) Hallar, mediantef" (2), el polinomio de Taylor de orden 2 de f centrado en el punto a = 2.
c) Dibujar aproximadamente la gréficade f en un entorno del punto (2,1), con lainformacion
obtenida en los apartados anteriores.
1,5 puntos

a) Derivando la ecuacion, obtenemos que % +2 =4y
luego, sustituyendo (x,y) por (2,1), obtenemos que:
1-y+2=4y' =y (@2 =3

Asi pues, la ecuacion delarectatangentees: y — 1 = 2 (x - 2).

b) Derivando laecuacion 1 —y' + 2(x —y) = 4y'(x - y), obtenemos que:
V' +2(1-y) =4y" (x-y) +4y'(1-Y)

y ahora, sustituyendo (x,y) por (2,1), y'(2) por % obtenemos que:
—y'+§ = 4y'+% = 5" (2) = % - % = —2;‘5 =Vy'(2) = —1;;5
Por o tanto, el polinomio de Taylor de orden 2, centradoena = 2, def es:.
P(X) = 1+ 2(x-2) - 5 (x—2)?

;:) Por 1o obtenido anteriormente la funcion, cercadel punto (x,y) = (2,1),
es creciente y concava, luego su imagen serd, aproximadamente, asi:

1 (2,1)




5.
a) Enunciar el teoremade Weierstrass. ,
(x-0)

b) Hallarlosvaloresdec,con0 < ¢ < 1, paralosquelafuncionf : [0,1] - R, f(x) = —

yx—<
cumple latesis (esto es, la conclusion) de dicho teorema.
1 punto

a)

b) Evidentemente, lafuncion no cumple nuncala hipétesis del teorema, puesf no es continua en
el punto x = ¢, yaque no esta definida ahi. Ahora bien:
)s0<c<1=f(x)=3g(x-c)°, s x=c;f(c)noexiste. Luego como f(x) es creciente
en el intervalo [0, 1], exceptuando € punto donde la funcion no estéa definida,

f(x) alcanzara su minimo en el punto x = 0y sumaximo en el punto x = 1.

ii) s c = 0 = f(x) tomavalores arbitrariamente proximos a 0, cuando x se aproxima a0,
pero f(x) no tomael valor 0, puesf(x) > 0 siempre. Luego resulta que

f no acanza su minimo, que deberia ser 0, de estar definidalafuncion en el punto x = c.
iii) s c = 1 = f(x) tomavalores arbitrariamente proximos a 0, cuando X se aproximaa 1,
pero f(x) no tomael valor 0, puesf(x) < O siempre. Luego resulta que

f no alcanza su maximo, que deberia ser O, de estar definidalafuncién en el punto x = c.
Conclusion: f cumple latesis del teoremacuando O < ¢ < 1.




6. SeaC(x) = 100 + 30x + 4x? la funcién de costes de una empr esa monopolista, donde x > 0
es el numer o de unidades producidas de cierta mercancia, y cuya funcién inversa de
demanda (o precio por unidad) esp(x) = 100 — ax, donde 0 < a < 20 esun parametro real
gue determina la demanda méaxima. Se pide:

a) Determinar la cantidad x que minimiza el coste medio (o por unidad).

b) Discutir, segiin los valores de a, la cantidad x que maximizala funcién de beneficio.

c) Supongamos ahoraquea = 10y que C(x) = Co + 30x + 4x? eslanuevafuncién de costes.
¢Cual serd ahora, dependiendo de Cy, la cantidad x que minimiza el coste medio (o por unidad)?

Sugerenciaparab) y c): téngase en cuenta el dominio de las funciones respectivas.
1'5 puntos

a) Como lafuncién de coste medio, < = 190 4 30+ 4x, es convexa (lo cual se puede

comprobar observando que ( Cf(") )" > O), el minimo global se encuentra en su punto critico,
esdecir, en € punto que anula su derivada. Es decir:

C(")) =10 1 4=0e x?=25 < x=5, tnicasolucion que tiene sentido, pues p(5) > O.

Luegox = 5 mlnlmlzael coste medio.
b) B(x) = (100 — ax)x — (100 + 30x + 4x?) es una funcién concava (pues B" (x) = —2a— 8),
luego si el punto critico estaen el intervalo donde la funcion tiene sentido econdémico
(esto es, € intervalo [0, 122 ], que es el que hace que el precio sea positivo o cero).

Por lo tanto, veamos donde estd e punto criti co
B'(X) = 70-2(a+4)x =0 < x= 2 ¢ [0,42]

Luego la funcién de beneficios alcanza siempre eI maximo en el punto X = %

c) Andlogamente ala parte a), como la funcién de coste medio es, ahora,
LY — Lo 430+ 4x
hallamos el punto critico, que resulta ser:

c(x) —Co 2 _ Co _ %
(=) = +4=0oXx 7 S X= 5,

Unica sol u0| On que podria tener sentido econdmico, pues la otra seria negativa.
Ahorabien, ademés de ser x un valor positivo, hace falta, ademas, que el precio también |o sea.
Por tanto, como a = 10, obtenemos dos casos:

i)s ‘/? <10 < Cp < 400, entonces el minimizador del coste medio esx = ‘/? .
i ‘/? > 10 < Cp > 400, entonces el minimizador del coste medio no puede ser X = '/? ,

pues dicho punto se sale del intervalo [0, 122 ] = [0,10]. En este caso hay que tener en cuenta
gue lafuncién es decreciente en el intervalo (0, 10],

luego el minimo de la funcidn de costes medios se obtiene en €l punto x = 10.

(ver imégenes en la pagina siguiente)
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7. Dadaf(x) = ¥x*, sepide:

a) Calcular aproximadamente, mediante |a ecuacion de la recta tangente a dicha funcién en el
punto de abscisaxo = 8, e valor de §(7'9)* .

b) Hallar el &readel recinto que limitan la gréfica de f(x), larecta tangente calculada en la parte a)
y €l gje horizontal (o de abscisas).

Sugerenciaparab): dibujar primero €l recinto. Ademés, el valor del &rea puede dejarse

indicado.
1 punto

a) Comof(x) = x5 = f'(x) = %x%, luegof'(8) = £

Por lo tanto, llamando y = g(x) lafuncion rectatangente af en el punto (8, 16),
laecuacion dedicharectaes: y = g(x) = 16 + %(x— 8).

Luego, aproximando mediante larectatangente af en x = 8, obtenemos que:

17(7/9)4 f(779) = g(7'9) = 16+ 8( 0'1) = 472

b) Como lafuncidn f(x) es convexa, larectag(x), tangente alagréficadef en el punto (8, 16),
gueda por debagjo de f(x).

Hallemos, en primer lugar, el punto de corte de g(x) con el ge horizontal:
16+2(x-8=0=2=1(8-X) @ 6+x=8=x=2

Luego € recinto, limitado superiormente por la funcién f(x) e inferiormente por

el ge horizontal (desde x = 0 hastax = 2) y larectatangente (desde x = 2 hastax = 8)

es, aproximadamente, asi:

(8, 16)

7

Por |o tanto, el area del recinto ser&
2

j(f(x) O)dx+j(f(x) g(x))dx = jxadx+j(xe —(16+ S (x-8)))dx =

C x4 19 - 44 6‘“48x12—
_%2% 383—482 168 ( 23_422 162)
— %2 482+%82 =1 (9 27 _ 27) 724 _

L (16.24 - 7.2%) = 9 24 48

|\>|H



. 2X dt .
. D lasf FOO) = —/—— ;
8. Dadaslasfunciones F(x) .jx- Y, sepide

a) Probar que F(x) es unafuncion impar.
b) Determinar losintervalos de crecimiento / decrecimiento de F, asi como sus extremos localesy

globales.
c) Calculalasasintotas de F en +oo y representar aproximadamente lagraficade F.

Sugerenciapara a), b) y ¢): no se debe intentar calcular una primitiva de f(x) =

Sugerencia para c): compruebaque, si x > 0 = F(x) < )Z(X %

_1
x4+14 °

1'5 puntos

a) Seax > 0. Entonces, utilizando que el cambio de orden de los integrandos cambia
el signo deiixintegral obtenemos que
> dt _da
F _ — - _ —
=] w1 =L 114
y ahora, utlllzando gue f(t) es unafuncion par,

2x
= - —F(X
'[ t4+ 14 FXx). o
Lo anterior, junto a hecho de que F(0) = 0, demuestra que F es una funcién impar.
— _ 1 204-(ext14) —14x%+14 .
b) Como F'(x) = (2x)4+14 2 X414 (16+14)(A414)  (16xA+14)(x4+14) se deduce que:

HF'(X) >0 -14x*+14 >0 = x* <1 < x € (-1,1), luego F escrecienteen [-1,1].
NFX <0 -14x*+14< 0= x*> 1 < xe (—0,-1] U[1,0),

luego F es decreciente en (—o0,—1] y en [1, ).

Por lo tanto, F alcanza un minimo local en x = -1y un maximo local en x = 1.

Ademés, como F(-1) < 0, F esdecreciente en (—o,—-1], crecienteen[-1,0] y

F(x) siempre es positivasi x > 0, F alcanza un minimo global en x = —1.

Por las mismas razones, F alcanza un maximo global en x = 1.

_1 _ 1

114 = [ T <[y &+
Y calculando Iaultlmalntegral'

[Pridt = [517 = ()L - &

Luego, si x > 0, como 0 < F(X) < (5 (8—)1(3—)(—13) - 0 cuando X — o,

se deduce quey = 0 eslaasintota horizontal deF en .

Y, como F es una funcién impar,

obviamentey = 0 también esla asintota horizontal de F en —o.
Por lo tanto, lafuncion F tiene una grafica, aproximadamente, asi:

c) Como sucede que cuando x > 0.

/N




