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(1) Sea C(z) = b+ 16z + 422 la funcién de costes y p(r) = a — x la funcién inversa de
demanda de una empresa monopolista, donde a,b > 0. Se pide:
(a) Si sabemos que el nivel de produccién para el que se maximiza el beneficio es * = 5, calcular el
valor del pardmetro a.
(b) Si sabemos que el nivel de produccién para el que se maximiza el beneficio medio es
x** = 4, calcular el valor del parametro b.

0,5 puntos apartado a); 0,5 puntos apartado b).

(a) En primer lugar, calculamos la funcién de beneficios.
B(x) = (a — z)z — (b+ 16z + 42?) = —52? + (a — 16)x — b
Si calculamos la primera y segunda derivada de B :
B'(z) = -10x +a—16; B"(z) = =10 < 0

a— 16

luego vemos que B tiene un unico punto critico en z* = T y, como B
es una funcién céncava, este punto critico es el inico maximizador global.
- 16
Luego x* =5 = al() = a— 16 =50 = a = 66
L . . B(z) b
(b) Como la funcién de beneficio medio es = —5x+ (a—16) — —
x x
B(z)\’ b b
su derivada sera: <(z)> =-5+5=0 2 =—.
T T )

B(z)\" 2b

Como = ——5 <0, la funcién es céncava y el punto critico serd

maximizador global.

Luego z** 4\/7:>b80



(2) Dada la funcién y = f(z), definida de forma implicita mediante la ecuacién e**¥ + 9% = e

en un entorno del punto z =1,y = 0, se pide:

(a) Hallar la recta tangente y el polinomio de Taylor de orden 2 de f en a = 1.

(b) Representar la grifica de f cerca del punto x = 1,y = 0.

(c) Calcular aproximadamente, utilizando el polinomio de Taylor de orden 2,

f(0,9) y f(1,2).
Mediante dicho polinomio, comparar f(1) con %f(O7 9) + %f(l, 2).
Sugerencia para b y c: utilizar que f”/(1) < 0.
0,4 puntos apartado a); 0,2 puntos apartado b); 0,4 puntos apartado c).

(a) En primer lugar, calculamos la derivada primera de la funcién:
"1 +y) +y* + 2zyy =0
sustituyendo z = 1, y(1) = 0 se deduce que y'(1) = f'(1) = —1.
Luego la ecuacién de la recta tangente serd: y = Pi(z) = —(z—1) oz +y=1.
Andlogamente, calculamos la derivada segunda de la funcién:
"Y1+ y)? + 4"+ 2yy' + 2yy’ + 22(y')* + 22yy” = 0
sustituyendo = 1,y(1) = 0,y'(1) = —1 se deduce que y"(1) = (1) = —2/e.
Luego la ecuacién del polinomio de Taylor serd: y = Py(z) = —(z — 1) — 1(z — 1)?
(b) Utilizando el polinomio de Taylor de orden 2, la gréfica de f, cerca del punto z = 1
serd, aproximadamente, como se ve en la figura al final.

(¢) Por otro lado, utilizando el polinomio de Taylor, tenemos que:
1 1
£(0,9) ~ 0,1~ = 0,01; f(1,2) ~ —0,2 — ~0,04 =
(& (&

27(0,9) + 57(1,2) = ~ 10,02 <0 = f(1) = /(30,9 + }1,2).

Lo cual es esperable, debido a que f(z) es concava cerca de x = 1.

r+y=1

(1,0)

y = f(x)




(3) Sea la funcién f(z) =

(a)
(b)

(c)

vaz+1 .
— . Se pide:
x

+1
Hallar el dominio y las asintotas de f(z).

Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y la imagen de f(x). Representar la gréfica de
la funcién.

Considerar fi(x) la funcién f(z) restringida al intervalo [0,00). Hallar, si existen, los extremos
globales de fi(x).

0,4 puntos apartado a); 0,4 puntos apartado b); 0,2 puntos apartado c)

En primer lugar, el dominio de la funcién es R — {—1}.

. . ) 2 +1 2
Si hacemos el limite por la derecha en x = —1 obtenemos lim,_, _+ il E]—C = 0.
T
) o : VaZ+1 V2
Andlogamente por la izquierda lim,_, - = l o
T
Por lo tanto f tiene a x = —1 como asintota vertical.

va2+1

1 =(dividiendo

Para las asintotas horizontales, si hacemos el limite hacia co obtenemos que lim,,_, o

V1+1/22 L
1+1/z
Por lo tanto f tiene asintota horizontal y = 1 en oc.

nimerador y denominador por z ) = = limg_,

|

=(dividiendo nimerador
z+1

V1+1/22
y denominador por —z, que pasa dentro de la rafz como 1/22 ) = lim, PRy 1// =-1.
—1—-1/x

Por lo tanto, f tiene asintota horizontal y = —1 en —oo. Obviamente, como hay dos asintotas

Hallando ahora el limite hacia —oo de f obtenemos que lim,_,

horizontales, no puede haber asintotas oblicuas en este caso.
Para estudiar el crecimiento y decrecimiento, derivamos la funcién y estudiamos su signo:
) = (\/x2 + 1), _ 2z/2vVz2 + 1) (z+1) — Va2 + 1 _ r(x+1)— (22 +1) _
a:1+1 (x+1)2 (z+1)2V22+1
T —

= —————  luego observamos que su signo viene determinado por el signo de x — 1, pues
@+ 1)V 1 1 g q g p g p

el denominador siempre es positivo. De donde obtenemos que:
i) f'(z) >0 & x € (1,00), luego f es creciente en [1,c0).
ii) f'(z) <0<z € (—o0,—1)U(—1,1), luego f es decreciente en (—oo, —1) y en (—1,1).

En cuanto a la imagen, como f(x) es continua en su dominio, por el teorema de los valores inter-

medios se deduce que:

i) la imagen del intervalo (—oo, —1) serd (—oo, —1).

2
ii) la imagen del intervalo (—1,00), teniendo en cuenta que f(1) = —, serd [——, c0).

2 2
V2

Por tanto, la imagen de f serd (—oo, —1) U [7
En cuanto a la gréfica, tendra un aspecto, aproximadamente, asi:

,00).




(c) En cuanto a los extremos globales de f1, x = 1 serd el minimizador global, pues f; es decreciente
en [0,1] y creciente en [1,00).
Por otro lado, = 0 es el maximizador global de fi(z) pues, como f; es decreciente en [0,1] y

creciente en [1,00), y fi(z) tiene como asintota horizontal y = 1 = f1(0), se deduce que fi(z) <

1= £1(0).



(4) Sea

flz) = x Sk
0 ,x=0
Se pide:
(a) Comprobar que la funcién anterior es derivable en 0.
(b) Hallar las asintotas de dicha funcién.
(c¢) Considerar fi(x) la funcién f(x) restringida al intervalo [0, c0). Hallar el minimo global
de dicha funcién y estudiar si dicha funcién alcanza méaximo global.
Sugerencia: no se pide calcular el méaximo, sino saber si existe o no.

0,4 puntos apartado a); 0,2 puntos apartado b); 0,4 puntos apartado c).

(a) En primer lugar, estudiamos si la funcién es continua en x = 0. Para ello:

In(z? 4+ 1
lim f(z) = lim In(@"+1) = 2 = (L’Hopital) = 0, luego dicha funcién es continua
z—0 z—0

en 0.

= lim ———
z——0 12 +1

Para estudiar si la funcién es derivable en dicho punto, como es continua, habra que estudiar si
existe el limite: ) ) 0 o )
2 D]z —1 1 2 1 1 1

lim f/(z) = lim [22/(2” + Dz — In(2" + 1) — lim 22T T [@+1) lim In(@”+1) )
z—0 z—0 2 z—0 2 z—0 2
El primer limite es, obviamente, 2. En cuanto al segundo:

. In(z®+1) . _2/(2?+1)
i S = = (Uopitan) = tim 2D 1
Luego se deduce que f '(0) = 1.

(b) Obviamente, dicha funcién no tiene asintotas verticales, pues es continua en su dominio.

En cuanto a asintotas en el infinito, como:

In(z? + 1
lim @' +1) = 52 = (L’Hopital)= lim —
T—>00 €T o0 T—00 L% +
Andlogamente, y = 0 es la asintota en —oo.
(c) Como f(x)>0six >0 (pues In(l +2z?) >Inl=0,siz>0),

se deduce que z = 0 es el minimizador global y f(0) = 0 el minimo global.

1= 0, luego la asintota horizontal es y = 0.

En cuanto al maximo global, existe pues, como lim f(z) =0,

dado f(1) =1In2 > 0, podemos encontrar M > Oajaiocolue:

flz) < f(1)siz> M.

Y ahora, aplicando el teorema de Weierstrass a f en el intervalo [0, M],
existe * maximizador de f en dicho intervalo.

Obviamente, z* es también maximizador de f en [0, c0).

Ver el dibujo siguiente:

27 A




(5) Dadas la funciones f,g:[~1,1] — R, definidas por: f(z) =e™2?, g(z) = e */2, se pide:
(a) Representar aproximadamente el conjunto A, delimitado por las gréficas de dichas
funciones, y las rectas © = —1,x = 1.
Hallar, si existen, los maximales y minimales, méaximo y minimo de A.
(b) Calcular el area del conjunto dado.
Sugerencia para a: el orden de Pareto viene dado por: (2g,v0) <p (z1,71) < 2o < 21,90 < Y1.
0,6 puntos apartado a); 0,4 puntos apartado b)

(a) En primer lugar observamos que f(0) = g(0) = 1. Por otro lado:

i)ysixz>0,f (z) <glz), ya que /() =e 32 <1y

g()
f(z)

ii) siz <0, f (z) >g(x), ya que — e 3w/2 5 1.

9(x)
Como, ademads, f(x), g(z) > 0, se deduce que el dibujo de A serd, aproximadamente:
rz=1
r=-1
y = 67%
0,1)
~
N~ y = 6721

Por tanto, el orden de Pareto nos describe al conjunto asi:

maximo(A), minimo no existen.

maximales(A4) = {(z, f(x)): =1 <z <0} U {(z,g9(z)) : 0 <z <1}

minimales(A)} = {(z,g(z)): =1 <2 <0} U{(z, f(x)): 0 < x < 1}.
(b) En primer lugar, por la posicién de las funciones, sabemos que:

0 1
drea(A)= [ (e72® — e*r/Q)dz + f(eﬂc/2 —e ) dy =
1 0

=[—e722/2 +2e7%/?]° | 4 [—2e7%/2 7222} =
=[-1/24+2+¢€?/2—2e1/?] + [-2e"V2 +e2/24+2-1/2] =
=3+4+¢e?/2—2e'/? —2¢71/2 + ¢72/2 unidades de area.



