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(1) Sea la funcién f(z) = 334721. Se pide:

(a) Representa la grifica de f(x) hallando previamente simetrias, asintotas, intervalos de crecimiento
y decrecimiento, extremos locales y/o globales e imagen de f(z).

(b) Considera la funcién f(z) restringida al intervalo [0,1]. Dibuja la grifica de f~!(z), hallando
previamente el dominio, la imagen y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f~1(x).
Sugerencia para b: no intentar hallar la expresién analitica de f~!(z).

0,6 puntos apartado a); 0,4 puntos apartado b).

a) El dominio es toda la recta real. La funcién presenta una simetria par,
luego solo hay que estudiar el intervalo [0, c0).

Hay asintota horizontal en oo, pues lim
T—00 $4 + 1

En cuanto a la monotonia de la funcién, la derivamos y obtenemos que:
£ () 2z(zt + 1) — 22423 22 —22° 2z(1 —2*)
xTr) = = =
(z* +1)2 (zt+1)2 (z*+1)2°
f es creciente en (—oo, —1] y en [0,1], pues f '(z) > 0 en (—oo,—1) y en (0,1).

=0= lim f(z)=0.
r——00

de lo que se deduce que:

f es decreciente en [—1,0] y en [1,00), pues f () < 0en (—1,0) y en (1, 00).

Luego f alcanza un méximo local en x = —1 y en z = 1, y un minimo local en = 0.
Ademss, teniendo en cuenta la simetria, dichos maximizadores locales seran globales.
Y, como f(z) > 0siz #0, z =0 es también un minimizador global.

Por lo tanto, la imagen de f serd [f(0), f(1)] = [0, 3].

En definitiva, la grafica de la funcién f(x) serd, aproximadamente, como la figura A:
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b) Partimos de la funcién f(z), continua y creciente en [0,1] y con imagen [0, 3].

Por lo tanto, su funcién inversa es continua y creciente y tendria como dominio

1
)2
Asf pues, la gréfica de la funcién f~!(z) serd como la figura B.

el intervalo [0, 5] y su imagen serfa el intervalo [0, 1].



(2) Sea y = f(x) la funcién definida de forma implicita cerca del punto (0,1) a partir de la
ecuacién: y? — 3zy +x = 1. Se pide:
(a) Hallar las derivadas primera y segunda de la funcién f en el punto x = 0,y = 1.
(b) Hallar la recta tangente y el polinomio de Taylor de orden 2 de la funcién f en el punto (0,1).
Representar la gréfica de dicha funcién cerca de ese punto.

0,4 puntos apartado a; 0,6 puntos apartado b

a) En primer lugar, derivamos la ecuacién:
2yy’ — 3y —3xy’ +1=0.
Sustituyendo en dicha ecuacién = = 0,y = 1 se obtiene:
2y —3+1=0=¢ =1.
Derivando de nuevo la ecuacién sin hacer las sustituciones:
2(y")% + 2yy” — 3y’ — 3y’ — 3zy” = 0.
Sustituyendo en dicha ecuacién z = 0,y = 1,4 = 1 se obtiene:
242y —6=0=2y" =4 =y" =2.

b) La recta tangente tendré como ecuacidn:
y=14+zx.
El polinomio de Taylor de orden 2 tendrd como ecuacién:
y:1+x+%2m2:1+m+x2
Por tanto, la funciéon implicita sera creciente y convexa cerca del punto x = 0,

y su grafica serd, aproximadamente, asi:




(3) Sea C'(z) =0,2z+3 y I'(x) = —0,05z 4+ 103 las funciones de costes e ingresos
marginales de una empresa monopolista, siendo = > 0 el nimero de unidades

producidas de cierta mercancia. Se pide:

(a)
(b)

Determinar la produccién que maximiza el beneficio. Para este nivel de produccién, jcual serd el
ahorro de costes (aproximado) de producir una unidad menos?

Sabiendo que el coste de producir 10 unidades es de 80 unidades monetarias, hallar la produccién
que minimiza el coste medio. Para este nivel de produccion, ;cual serd el beneficio adicional
(aproximado) de producir una unidad més?

0,4 puntos apartado a; 0,6 puntos apartado b

Si calculamos la primera y segunda derivada de B :

B'(z) =I'(x) — C'(z) = —=0,05z + 103 — (0, 2z + 3) = —0, 252 + 100; B” (x) = —0,25 < 0
luego vemos que B tiene un unico punto critico en x = 400 y, como B es una funcién
concava, este punto critico es el inico maximizador global.

A este nivel de produccién el ahorro de costes (aproximado) de producir una unidad
menos seria, aproximadamente, 83, pues

C(400) — C(399) ~ C’(400) = 83.

La funcién de costes es C(z) = 0,122 + 3z + Cp.

Como C(10) = 0,1-10% + 310 + Cy = 80 = C = 40,

C 40
luego la funcién de coste medio es Cy,(z) = ﬂ = —+3+0,1z.
x x
Si calculamos su dos primeras derivadas:

—40 80

observamos que x = = 20 es el tnico punto critico y, como C,,(z) es

0,1
una funcién convexa, dicho punto critico es el inico minimizador global.
Por lo tanto, la produccién que minimiza el coste medio serd: z = 20.
Para este nivel de produccion, el beneficio adicional de producir una unidad mas seria, aproxi-
madamente, 95, pues:

B(21) — B(20) ~ B'(20) = —5 + 100 = 95



(4) Sean a,b,c nimeros reales y consideremos la siguiente funcién definida a trozos

2ax + b siz<l1
r)=¢ ¢ siz=1 | Se pide:
f(z) 10 p

— +21n(#) siz>1

T

(a) Discutir, segin los valores a, b, ¢ la continuidad de la funcién anterior en toda la recta real.

(b) Discutir, segin los valores a, b, ¢ la derivabilidad de la funcién anterior en toda la recta real.
1 punto

a) Para cualquiera valor de a, b, ¢ la funcién es continua si z # 1.
En z = 1, la funcién es continua por la derecha si se cumple que:
lim f(z)=f(1) <= 10=c¢
r—1t
Ademas, en x = 1, la funcién es continua por la izquierda si se cumple que:
lim f(z) = f(1) <= 2a+ b= 10.
r—1—

Luego se cumple que f(z) es continua en todo 2 cuando 2a +b =10 = c.

b) Desde luego, cuando x # 1 la funcién anterior es derivable para cualquer a, b, c.
En cuanto al punto x = 1, vamos a calcular las derivadas laterales, utilizando
que la funcién es continua en dicho punto cuando 2a + b= 10 = c.

L) = 'lini_f "(z) = lim 2a = 2a

r—>1

—10 4x
! = 1 ! = 1 _— _—) = — = —
f+(1)—$hrri+f (x)—wllrri+( = +1—|—x2) 10+ 2 8.
Luego la funcién sera derivable cuando sea continua y, ademaés, a = —4.

En otras palabras, sustituyendo a = —4 en la ecuacién 2a + b = 10 = b = 18.

Es decir, la funcion sera derivable en todo punto cuando a = —4,b = 18, ¢ = 10.



(5) Se considera el conjunto A limitado por la grafica de la funcién g(z) = 10 — SL y el
segmento que une los puntos (4,16) y (6,12). Se pide:
(a) Representar el conjunto A.Hallar los maximales y minimales de A.
(b) Calcular su drea.
Sugerencia para a: estudiar la monotonia de la funcién g(z), asi como su concavidad o convexidad.
Asimismo, el orden de Pareto viene dado por: (xo,%0) <p (z1,y1) < 20 < z1,Y0 < Y1
0,6 puntos apartado a; 0,4 puntos apartado b

es decreciente y convexa en el intervalo [4, 6], pues ¢'(z) = —6(3 —

a) La funcién g(z) = 10 — 3 0
)72 <0,9"(z) = —12(3 —2)73 > 0 en dicho intervalo.
Al ser la funcién g(z) convexa, el segmento que une los puntos de la grafica (4,9(4)) y
(6,9(6)) quedard encima de la grafica de g(x).
Por lo tanto, el conjunto A tendrd una forma, aproximadamente, asi:

(4,16)

(6,12)

La ecuacién del segmento, teniendo en cuenta que pasa por el punto (4,16) y tiene pendiente —2
serd, por tanto, y = 16 — 2(x — 4).

Por lo tanto, del dibujo se deduce que

{maximales(A)} = {(z,y) 14 <z <6,y =16 —2(x — 4)}.

{minimales(A)} = {(z,y): 4 <2 <6,y =10 — 3 E x}

b) El drea solicitada es la que queda debajo del segmento y encima de la hipérbola.
6
El 4rea pedida es, por tanto: [[(16 — 2(z —4)) — (10 — SL)]dac =
4 - x

i 4-2 0 d 614 2 0 d
= 1— _— = — R — .
JO4 =204 o= )de = [(14 =20 = ——)du
T

Por tanto, aplicando la regla de Barrow, se obtiene que el area pedida es:
6 6

J(14 -2z — 73)dgc =14z — 2? — 6In(z — 3)]§ =

4 L=

=84-36—-6In3 — (56 — 16 + 0) = 8 — 61n 3 unidades de 4rea.



(6) Dada la funcién f(z) =

(a)
(b)

3—x
1+
Probar que / f(t)dt estd comprendido entre 1+ = y 4 + 17

, definida en [0, 00), se pide:

x

Representar la funcién F(x) = / f(t)dt. Para ello, se pide determinar los intervalos de crecimiento
0
y decrecimiento de F'(z), as{ como su maximizador global, si existe.

Sugerencia para a: dibujar f en el intervalo [0, 3] y considerar los valores f(0), f(1), f(2) y f(3).
Sugerencia para a y b: no intentar hallar explicitamente F'(x).

0,6 puntos apartado a; 0,4 puntos apartado b

Obviamente f(z) es una funcién decreciente en el intervalo [0, 3]. Una forma de verlo es observando

que es el cociente de dos funciones positivas, el numerador decreciente y el denominador creciente.

—1)(1+2*) — 4233 — 3zt — 1223 — 1
Otra forma es mediante la derivada: f '(z) = (=D){ +27) — 42°(3 — 2) — T :c =

(1+24)? (14 24)2
323 (x —4) — 1

(1+ z%)?
Por tanto, la grafica de f sera, aproximadamente, asi:

<0

Luego, al ser f decreciente, obtenemos que:

f(1)</1f()dt<f /f )t < £(1 /f )it < £(2).

0
Sumando estas de&gualdadeb obtenemos que:
3 3

FO) + f(2) + £(3) </ FB)dt < f(0) + F(1) + £(2). Bs decir, 1 + & </ Ft)dt < 4+ ﬁ

F'(z) = f(x), que es una funcién positiva en [0, 3) y negativa en (3, c0). Luego F(x) es una funcién
creciente en [0, 3] y decreciente en [3,00). Por lo tanto, la funcién F(x) alcanza su maximo global

en el punto = 3. Asi pues, la gréfica de F(z) serd, aproximadamente, asi:




