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(1) Sea la funcién f(x) = In(2? — 1). Se pide:

(a)
(b)

Representa la grafica de f(z) hallando previamente el dominio, las asintotas, los intervalos de
crecimiento y decrecimiento y la imagen de f(x).

Considera la funcién f(z) restringida al intervalo (1,00). Halla la expresién analitica de f~!(z) y
dibuja la grafica de f~!(z).

1 punto

El dominio de la funcién anterior consiste en los puntos en los que se cumple que 22 — 1 > 0.
Es decir, Dominio (f) = (—o0, —1) U (1, 00).

Asintotas verticales en x = —1,x = 1, pues
lim f(z)= lim f(z)=In(0") = —o0
r——1" z—1t
Asimismo, no hay asintotas ni horizontales ni oblicuas, pues
. _ o f@) o 20/(a 1)
x
Por otro lado, como f '(z) = PR siendo 22 — 1 > 0,
22 —
se deduce que f es decreciente en el intervalo (—oo, —1) y creciente en (1, 00).
Por tltimo, como lim+f(x) = —o0, lim f(x) = ooy la funcién es continua en (1, c0), la imagen
r——1 Tr—>00
es R.

Asf pues, la gréfica de la funcién f(z) serd, aproximadamente, asf:

Partimos de la ecuacién y = f(r) = In(z? — 1).

A continuacién, observamos las equivalencias: €Y = 22 — 1 <= e¥ + 1 = z2.
Y ahora, como z > 0, la ecuacién anterior equivale a: = = v/e¥ + 1.

Pues bien, la funcién inversa es: y = f(z) = ve* + 1.

La gréfica de la funcién f~!(x) serd, aproximadamente, asf:
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(2) Sea f(z)=a+ m+72 , donde a > 0 es un parametro. Se pide:
T —
(a) Hallar el valor del pardmetro para que f(xg) = 5, siendo z( el punto donde la funcién alcanza su
Gnico méaximo local o relativo.
) . . 4
(b) Hallar el valor del pardmetro que minimiza la integral [, f(z)dz.
Sugerencia: las partes a) y b) son independientes.

1 punto

a) En primer lugar, derivamos la funcién:
fi@) =1-(@—2)2 (@) = 2z 25
A continuacién, igualamos la derivada a 0 y obtenemos los puntos criticos:
f'@)=0<=1=(z-2)?+<=2=12=3.
Finalmente, sustituimos la derivada segunda en los puntos criticos y obtenemos que:
f7(1) < 0 = 2 =1 es mdximo local.
Como f(1)=a+1-1=5=a=05.

b) Como f34 f(x)dx = f34(a +z+ (x—2)"Ydr = [ax + IQ—Z +In(z—2)i=a+I+mn2,
dicha integral toma su valor minimo cuando a = 0.



(3) Sea C’(x) = 30 + 8z la funcién de costes marginales y Cy; = 100 los costes fijos de una
compania monopolista. Se pide:
(a) Hallar la produccién xg que minimiza el coste medio de dicha compania.
(b) Sabiendo que la funcién de demanda es p(xz) = 100 — z, hallar el precio que maximiza el beneficio
de dicha compania.
Observacion: justificar las respuestas.

1 punto

a) Como la funcién de costes es C(x) = 42 4+ 30z + 100, la funcién de costes medios serd:
C
ﬂ = 4x 4+ 30 + —. Derivando esta funcién, obtenemos:

x x

C(x)

x

(

Y, observando que la funcién de costes medios es convexa, pues (

) =4 —100/z?, luego el dnico punto critico es xg = 5.
@)” > 0.
Por tanto, el punto critico serd el inico minimizador global de los costes medios.
b) En primer lugar, como B(x) = (100 — x)x — (422 + 30z + 100) = —522 4+ 702 — 100,
derivando la funcién de beneficios e igualando a cero se obtiene que:
B'(z) = =102 + 70 = 0 <= x = 7 es el tnico punto critico.
Y, como la funcién de beneficios es céncava, pues B” (z) = —10 < 0, dicha produccién es la que
maximiza el beneficio.

Por lo tanto, el precio que maximiza el beneficio es p(7) = 100 — 7 = 93.



(4) Dada la funcién f(z) = xe'~%, se pide:

(a)
(b)

Calcular los intervalos de concavidad y convexidad, asi como los puntos de inflexién de f(x).
Hallar la recta tangente y el polinomio de Taylor de orden 2 correspondientes a un punto de
inflexién, y representar la gréafica cerca de ese punto.

1 punto

Calculemos las derivadas primera y segunda de esta funcién.
f(z) = el=z _ pel—o — (1— I)elfm;

(@) =—el"% — (1 —z)el % = (z — 2)el™®

Luego f es céncava si < 2, puesto que f”(z) <0

Luego f es convexa si x > 2, puesto que f7(z) >0

Y, por tanto, x = 2 es el tinico punto de inflexién.

La ecuacién de la recta tangente correspondiente al punto xg = 2 es:

y—f(2)=f"'(2)(x —2);y, como f(2) = %,f "(2) = _?1, la ecuacién de la recta tangente resulta
ser:

P )

Finalmente, como la derivada segunda de la funcién es cero en el punto zg = 2,
la ecuacién de la recta tangente es la misma que la del polinomio de Taylor de orden 2 en dicho
punto.

2
La grafica de la funcién, por tanto, cerca del punto (2, —) serd, aproximadamente, asi:
e

2/e




(5) Sea A el conjunto acotado comprendido entre la curva y = re** y las rectas y = v,z = 2. Se
pide:
(a) Representar el conjunto A y hallar los maximales y minimales, maximo y minimo de A, si existen.
(b) Calcular el area del recinto anterior.
Sugerencia: el orden de Pareto viene dado por: (zg,y0) <p (z1,y1) <= 2o < 1,Y0 < V1.
1 punto

a) Como €2* > 1six >0y e? < 1six <0, obtenemos que ze?* > x si x # 0.
Por lo tanto, el inico recinto acotado determinado por esas funciones estd contenido en el primer

cuadrante y tiene una forma asi:

(2,2e%

|
|
|
|
I
(0,0) 2

Obviamente, mazimo(A) = {maximales(4)} = {(2,2e*)}.
Minimo(A) = {minimales(4)} = {(0,0)}.

b) El area solicitada es:
2
J(xe** — z)dx;
0
Para hallar la integral anterior, debemos calcular la primitiva de la funcién ze?® por partes:

2x 2x 2x 2z
fxe%:er _fe2 223662 _64 2 2 2 4 4 92 4
* z 2 1 3 7
Luego el drea total es Of(xGQ"” —x)dr = [x% - eT - %]g = 2% - ez -5 +1= Z -



(6) Dada la funcién f(z) =

(a)
(b)

In(1+ x)

1+
Hallar la primitiva F'(z) de f(z) que cumpla que F(0) = 3. Hallar también los intervalos en los

, se pide:

cuales F' es creciente, decreciente y los maximos y minimos de F.

Hallar el polinomio de Taylor de segundo orden de F' centrado en a = 0, y utilizarlo para obtener
una aproximacién del valor de F'(0,1).

Sugerencia: para el apartado b) quizds no sea necesario hallar la funcién F(x).

1 punto

La primitiva es inmediata: F(x) = %1n2(1 + )+ C.Y como se debe cumplir que

F(0) =3 = F(z) = $In*(1 + 2) + 3 As{ pues, tenemos que:
i) F(x) is decreciente en (—1,0), pues en ese intervalo F'(z) = f(z) < 0.
ii) F(x) es creciente en (0,00), pues en ese intervalo F'(z) = f(x) > 0.

De ahi se deduce que F'(x) alcanza un minimo global en = = 0.

La ecuacién del polinomio de Taylor de F' centrado en a = 0 es:
P(z) = F(0) + F'(0)z + $F”(0)2?

1—1In(1
En primer lugar, hallemos F” (z) = f '(z) = m

Como F(0) =3, F'(0) = f(0) =0,1F”(0) = 1, °se deduce que
P(z) =3+ 3a°.
Luego F(0,1) =~ P(0,1) = 3+ 10,01 = 3,005



