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1. Sea la funcién g(z) = |z — 1| — 1. Se pide:
a) Hallar el dominio, la imagen (o recorrido) y los intervalos de crecimiento/decrecimiento de g.
b) Considera h la funcién anterior, restringida al intervalo (—oo, 1].
Hallar la inversa de h, asi como el dominio e imagen de dicha funcién inversa.
Sugerencia: considerar previamente la funcién f(x) = |z| y, a partir de ella, representar g(z), h(x) y
h=1(x).
1 punto

a) La funcién g(x) puede ser definida a trozos asf:

g(x) = { ~@-h-l=-2 SZ 5 ; Por lo tanto, la funcién tiene como dominio
(z—1)—-1=2-2 si x>1
toda la recta real, es decreciente en el intervalo (—oo,1] y creciente en el intervalo [1,00) y, como
cumple g(1) = —1 y tiene limite oo (resp. —o00) en oo (resp. —o0), su imagen es el intervalo [—1, 00).
b) Evidentemente, como g : (—00,1] — [—1,00) es biyectiva, se deduce que g~!(z) = —z, su dominio
es [—1,00) y su imagen es (—oo, 1].

1

Las graficas de g y de g7 son, aproximadamente, asi:




2. Sea ¢ un numero real y consideremos la siguiente funciéon definida a trozos:

a)
b)

_r
14 22
flz) = a six=0
In(z2+1) siz>0

sizx <O

Estudiar, segun los valores de a, la derivabilidad de f(z) en el punto x = 0.
Estudiar la existencia de asintotas de la funcién f(z).

1 punto

En primer lugar, estudiamos si la funcién es continua en el punto z = 0.

Para ello, observamos que

xﬁ%,f(x) =0, f(0) = aq, xkr(lﬁf(m) = 0, es decir, f continua en x = 0 cuando a = 0.
Y ahora, suponiendo que f(x) es continua en z = 0, f(x) es derivable en = 0 cuando

lim f’(zx) = lim f'(x), es decir, como
z—0~ z—0+

1+ 22 — 222
li () = lim ———— = 1;
Jm fre) = m T me =Y
2x
li () = lim ——— =0;
Jim fie) = dm o =0

se deduce que f no es derivable en z = 0, para ningun a.
Como la funcién es continua en todos los puntos, no tiene ninguna asintota vertical.

En cuanto a posibles asintotas en —oo, se deduce que, como

Jim_fla) =l 5ot =0,

luego f(x) tiene una asintota horizontal (y, por tanto, no oblicua) en oco.
Y, en cuanto a posibles asintotas en oo, se deduce que, como
lim f(z) = lim In(z?2+1)=o00;y
r—>00 r—>00
fm L BETHD s pgpigal— Jim 20

r—0o0 I T ——00 x — 00 $2 + 1 -
luego f(x) no tiene ni asintota horizontal ni oblicua en co.

0



3. Sea f(r) = 2ae® — e2**  donde 0 # a # % Se pide:
a) Calcular el polinomio de Taylor de orden 2 en el punto xy = 0.
b) Determinar para que valores de a podemos asegurar que la funcién f
alcance un maximo o un minimo local en el punto g = 0.

1 punto

a) Como f(x) = 2ae® —e2% f(0) = 2a — 1.

Como f'(x) = 2ae® — 2ae?*®, f'(0) =0

Como f " (x) = 2ae?® — 4a®e?*®  f7(0) = 2a — 4a>.

Luego el polinomio de Taylor de orden 2 en el punto 2o = 0 es Py(z) = %(2@ —4a®)2% + 2a — 1.
b) La funcién alcanza un minimo local en el punto 2y = 0 cuando a(l — 2a) > 0

0, equivalentemente, cuando 0 < a < %

Anélogamente, la funcién alcanza un maximo local en el punto zg = 0 cuando

a(l — 2a) < 0 o, equivalentemente, cuando a < 0 o cuando a > %



4. Sean C(z) = Co+x+0,012% y p(x) = a75£ las funciones de coste y demanda, respectivamente,

de una empresa monopolista. Se pide:

a)

Hallar a y Cy para que la producciéon z = 100 minimice el coste medio.

b) Hallar a y Cy para que la produccién z = 100 maximice el beneficio.

1 punto

a) Como la funcién de costes medios es @ = % +1+40'01.z, entonces, para que z = 100 minimice el
coste medio se debe cumplir que, como (CSE))/ = _TC;" + 0’01 = 0 o, equivalentemente, z2 = 0(,36)1 =
100Cy, tenemos que 100 = x = 104/Cy o, en otras palabras, Cy = 100, para cualquier valor de a.
Ademsds, dicho punto z = 100 es minimizador global, ya que C(z)/z es convexa

b) Como la funcién de beneficios es B(x) = p(z) .o — C(z) = (a — i)a: — (Co + x + 0,012?) entonces,

50
para que x = 100 maximice el beneficio se debe cumplir que, como

B'(z) = a—0'04z — 1 — 0,022 = 0, entonces se debe cumplir que
a =1+ 006z, y como x = 100 debe ser la solucién, entonces a = 7, para cualquier valor de C.
Ademsds, dicho punto z = 100 es maximizador global ya que B(z) es céncava.



5. Se considera la funcién f(z) = % v g(z) la recta tangente a la grafica de f en el punto z = 1.

Se pide:

a)

b)

Dibujar el recinto cerrado A limitado por las funciones f, g, el eje horizontal y la recta x = 3.
Asimismo, hallar los maximales y minimales, méaximo y minimo de A, si existen.
Calcular el area del recinto anterior.

1 punto

La grafica de f(x) = % es la hipérbola equilatera. La tangente en el punto x = 1 es la funcién
g(x) =2 —=.

Dicha tangente queda por debajo de la hipérbola (pues esta funcién es convexa)

y corta al eje horizontal en el punto = = 2.

Por lo tanto, el recinto tiene una forma asi:

Obviamente, max(A), min(A) no existen, pues maximales(A)= {(x,y) : y = 1,1 < x < 3} minimales(A)=

x
{(z,y):y=2—2,1 <x <2}
El conjunto A puede entenderse como la unién de otros dos conjuntos:
1) el conjunto A; limitado por las funciones f, g y la recta z = 2.

1;)1 valor de dicha area es:

J(2 = (©2-a)dx= [lnx—?x—l—%a@]?:1n2—4+2—(0—2—|—%):
1

x

=In2-— % unids area
2) el conjunto As limitado por las funciones f, el eje horizontal y las rectas z = 2,2 = 3. El valor de

%icha area es:

[ Lde =[Inz]j =In3 - In2 unids 4rea
2

Por lo tanto, el drea del conjunto A es:

drea(A) =In2 -1 +In3—In2 =13 — 1 unids 4rea.



6. Dada la funcién f(z) = aln(ax), donde a > 0. Se pide:

a)
b)

Hallar la integral indefinida F(z) = [ f(z)dz.

Determinar el valor de a de modo que la recta tangente a la funcién f(x) en el punto 2 = 2 pase por
el punto (0, 0).

Observacion: se puede hacer el apartado b) sin resolver el apartado a).

1 punto

Aplicando que In(az) = Ina 4 Inz, se cumple que

Jaln(az)dr = (alna)z +a [Inzdr = (alna)zr + a(zlnz — )+ C = ax(lna+Inz) —az + C
Como f'(xz) =%, f'(2) = §, se deduce que la recta tangente a f en el punto z = 2 sera:

y —aln(2a) = §(z —2).

Como dicha recta tangente debe pasar por el origen, cumplird la ecuacion:

—aln(2a) = 5(-2) = In(2a) =1 = a = 3.
Por lo tanto, la ecuacién de la recta tangente sera:
y—5In(e) = §(x —2), o bien, y — § = §(z —2).



