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(1) Sea la funcién f(z) = ef7=7", Se pide:

(a) Hallar las asintotas y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x).

(b) Hallar los extremos locales y globales y la imagen de f(z). Representar la gréfica de la funcién.

(¢) Considerar fi(x) la funcién f(z) restringida al intervalo donde es creciente.

Representar la gréfica de la inversa de fi(x).

0,4 puntos apartado a); 0,4 puntos apartado b); 0,2 puntos apartado c).

El dominio de la funcién anterior es R. Como f es continua en su dominio, solo hay que estudiar
las asintotas en —oo y en oo. Observando que xiniloo(&r — 2?) = —0o0, se deduce que y = 0 es la
asintota horizontal de la funcién en +oo.

Por otro lado, como f'(z) = b=’ (6 — 2x), obtenemos que x = 3 es el tnico punto critico y se
deduce que f es creciente en (—oo, 3], pues f’(z) > 0 en (—o00,3). Andlogamente, f es decreciente
en [3,00).

De lo anterior se deduce que x = 3 es un maximizador local y global. Ademads, al no existir
minimizador local, no lo puede haber global.

Por otro lado, como f es continua en todo R, monétona en los intervalos citados y mimoo flx) =
ml'inoo f(x) =0, por el teorema de los valores intermedios se deduce que la imagen de la funcién

serd (0, f(3)] = (0,€%]. Asi pues, la gréifica de la funcién quedard, aproximadamente, asf:

f(.’E) _ e(ia:fzz

Como se puede apreciar, f1 es creciente en (—o0,3], f1(3) = € y fi(z) tiene como asintota hori-
zontal y = 0 en —oo y su imagen es (0, €°].
Luego su inversa estard definida y serd creciente en (0, €], tomaré el valor 3 en el punto €, tendra

como asintota vertical la recta z = 0 y su grafica serd, aproximadamente, asi:




(2) Dada la funcién y = f(z), definida de forma implicita mediante la ecuacién 22 —z +e ¥ =1

en un entorno del punto z =0, y =0, se pide:

(a)
(b)
(c)

Hallar la recta tangente y el polinomio de Taylor de grado 2 de f en a = 0.

Representar, aproximadamente, la grafica de f(z) y f~1(x) cerca del punto x = 0.

Hallar la expresién analitica de f~!(z).

Sugerencia para c: Si y = f(x) satisface la ecuacién F(x,y) = C, entonces y = f~1(x) satisfard la
ecuacién F(y,z) = C.

0,4 puntos apartado a); 0,4 puntos apartado b); 0,2 puntos apartado c).

En primer lugar, calculamos la derivada primera de la funcién: 2z — 1 — y’e~% = 0 sustituyendo
x =0, y(0) =0 se deduce que y'(0) = f'(0) = —1.

Luego la ecuacién de la recta tangente serd: y = Py(z) = —z.

Anslogamente, calculamos la derivada segunda de la funcién: 2+ (—y"” +(y')?)e™¥ = 0 sustituyendo
x=0,y(0) =0, ¢'(0) = —1 se deduce que y"(0) = f"(0) = 3.

Luego la ecuacién del polinomio de Taylor serd: y = Py(x)

—x + %xQ
Utilizando el polinomio de Taylor de orden 2 para dibujar f(x) cerca del punto x = 0, y la simetria

de la inversa respecto a la diagonal (y = z), el dibujo serd, aproximadamente, asf:

c)

(A) Grafica de f(z) (B) Gréfica de f~'(x)

Como y = f~!(x) satisface la ecuacién y?> —y+e =1 <= y? —y+e % —1=0se deduce que:

1+/1—4(e*—1) 1+5—4e =
y: = .

2 2
. Qué signo elegir? Una posibilidad es observar que (0,0) debe cumplir dicha ecuacién.
1++5—4e0 1—+vb—4de®
2 2 ’
Otra forma, observando que f~!(x) es decreciente. Como e~% es decreciente,la funcién /5 — e~

Asi pues, 0 = , luego y =

es creciente, de ahi la necesidad de elegir el signo negativo.



(3) Sea C(x) = 16 + 5z + 4x+/z la funcién de costes y p(z) = 35 — /z la funcién inversa de
demanda de una empresa monopolista. Se pide:

(a)
(b)
()

Hallar 2 donde se maximiza el beneficio.
Hallar * donde se anula la derivada del coste medio, y comprobar que dicha funcién NO es convexa.
Es z* el minimizador global de la funcién de costes medios?

C(x)

T
0,4 puntos apartado a); 0,4 puntos apartado b); 0,2 puntos apartado c).

Sugerencia para c): representar aproximadamente la funcién

En primer lugar, calculamos la funcién de beneficios.
B(x) = (35 — ya)z — (16 + bz + da\/z) = —51y/7 + 30z — 16

Calculamos la primera y segunda derivada de B(z):
15 15
/ _ . " - _
B'(z) = —2\/54—30, B"(x) —4\/£<0

R 30
Vemos que B tiene un unico punto critico en =z~ = <2

15
concava, este punto critico es el inico maximizador global.

L . C(x 16
La funcién de costes medios es L = —+5+4+4y/z, con z #0,

x x
Calculamos la primera y segunda derivada de la funcion de costes medios:

(BT

16 4
+——==0<=2?=81 =

22 2y

; H\" 32 1
(VT)P =8 = \/5_2<:>$*_4,COH<CZ(1)) :%*g>0yp0r10tantox*:4esun

2
> = 16 y, como B es una funcién

y vemos que tiene un vinico punto critico cuando:

minimizador local.

< 0, luego la funcién No es convexa

c(oo)\” ~ 32 1
100 1000000 1000
y no podemos asegurar que el punto critico sea el minimizador global de los costes medios.

Sin embargo tomando x = 100, <

Estudiando el crecimiento de la funcién a partir del signo de su derivada primera observamos que:

’ I
(C’f)) <0six<4; Y<Cff)> > 0 cuando = > 4.

C(z)

Por lo tanto, es decreciente en (0,4] y creciente en [4,00), luego el punto critico es el dnico

x
minimizador global de ) , como podemos apreciar en la figura:

(4,17)




2 —2rx+4+a® <2
4) Sea f(x)=
() /(@) 22 —Tr+12 x>2

(a) Enunciar el teorema de Bolzano de los ceros para una funcién f definida en [1, K], donde K > 2.

Se pide:

Determinar qué condiciones han de cumplir ¢ y K para que f(z) cumpla las hipétesis de dicho
teorema.

(b) Enunciar el teorema del valor medio (de Lagrange) para una funcién f definida en [—1,2]. Hallar
a para que se satisfagan las hipdtesis del teorema.
Para esos valores de a, hallar el/los punto(s) ¢ que satisfacen la tesis de dicho teorema.

0,5 puntos apartado a); 0,5 puntos apartado b).

a) Las hipétesis son que f sea continua en [1, K] y que, ademds, f(1) - f(K) < 0.

La tesis, o conclusién, es que existe ¢ € (1, K) tal que f(c) = 0.

Para ello, necesitamos, en primer lugar, imponer la continuidad de f en x = 2.

Como lim f(z) =d?, f(2)= lim f(z)=2,

z—s2- Tt

se deduce que la funcién serd continua en [0, K] cuando a = ++/2.

Por otro lado, suponiendo f continua, tenemos que f(1) = —1+a? = —1 + (£v2)2 =1 >0,

luego la condicién f(1) - f(K) < 0 se cumplird cuando f(K) < 0.

Por otro lado, tenemos que 2% — 7z + 12 = (z — 3)(z — 4), luego f(K) < 0 cuando 3 < K < 4.

Asf pues, las hipétesis del teorema de Bolzano se cumplen si a = +v/2, y ademds 3 < K < 4.
b) Las hipdtesis son que f sea continua en [—1,2] y derivable en (—1,2).

La tesis, o conclusion, es que existe ¢ € (—1,2) tal que f(2) — f(—1) =3f'(c).

Hemos visto que la funcién serd continua en [—1,2] cuando a = +/2.

Y, ahora, NO necesitamos su derivabilidad en = = 2.

Como f(2) — f(—1) = -3 =3f'(c) =3(2¢— 2), se cumple que 2c—2 = -1 = c=1/2 € (—1,2).



(5) Dada la funcién f(z) =4z — 2z y el conjunto A = {(z,y) : —f(z) <y < f(z)}, se pide:

(a)
(b)

(c)

Representar aproximadamente el conjunto A.

Hallar, si existen, los maximales y minimales, maximo y minimo de A.

Calcular el area del conjunto dado.

Sea el conjunto Ay = {(z,y) : 0 < y < f(z)} y B(xo) el conjunto delimitado por los ejes de
coordenadas y la recta tangente a la gréfica de f(z) en un punto (zo, f(x¢)) de A4 donde f(x) es
decreciente.

(Cudl de los dos conjuntos tendrd un drea mayor? (Sugerencia: no es necesario calcular exacta-
mente el drea de B(z))

Sugerencia para a: el orden de Pareto viene dado por: (zg,y0) <p (z1,¥1) < 20 < z1,%0 < ¥1.

0,4 puntos apartado a); 0,3 puntos apartado b); 0,3 apartado c).

4
f (x) es creciente en [0, 1] (pues f'(z) = ENA 2>0si0<z<1)y
4
decreciente en [1,00) (pues f/(z) = —= —2<0si 1 < z).

—57

Ademds, (z,y) € A solo si 0 < x < 4, pues:

i) si 2 < 0, x no estd en el dominio de f(z); y

i) —f(z) = f(z) <= 4z =21 < 4=u.

Por lo tanto, el dibujo de A serd, aproximadamente, asi:

(1,2)

A

Asi pues, el orden de Pareto nos describe al conjunto asi:

méximo(A) no existe. maximales(4) = {(z, f(z)) : 1 <z < 4}.
minimo(A4) no existe. minimales(A4) = {(z,—f(z)) : 0 <z < 1}.
En primer lugar, por la posicién de las funciones, sabemos que:

4 4
drea(A)=2 [(4y/x — 2z)dx = 2 [(42'/? — 22)dx = [aplicando la regla de Barrow, obtenemos que:]
0 0

23/2 * 43/2 8 64 64 — 48
=242 — — 22| =92(4.2— _—42) =2(4. — —16| = = ——16) =2 =
5z, -2 (e g e) —2 (e gr 1) = =2 (5 -10) -2 (%5

3 unidades de area.

1 -1

La funcién f(z) es céncava, pues f/(z) = 2 () 73?2 = —— < 0, luego la gréifica de f(z)
2 V3

quedard siempre debajo de la recta tangente.

Por tanto, el drea de B(xg) serd siempre mayor que él drea de A, ya que el primer conjunto siempre
contiene al segundo para todo punto (zg, f(z¢)) definido previamente, como puedes observar en la
siguiente figura:

(o, f(Tn))




