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ID: GRADO: GRUPO:
(1) Sea la funcién f(z) = vz2 —z. Se pide:

(a) Hallar el dominio, asintotas, intervalos de crecimiento y decrecimiento, extremos globales e imagen de f.

(b) Estudiar la concavidad o convexidad de la funcién. Representar gréficamente la funcién y sus asintotas.

0,6 puntos apartado a); 0,4 puntos apartado b)

a) El dominio de la funcién anterior es {z : 22 —z = z(x — 1) > 0} = (—00,0] U [1, o0).
Como f es continua en su dominio, que es la unién de intervalos cerrados, solo hay que estudiar las

asintotas en co y en —o0 :
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[dividiendo numerador y denominador por x = vz?]
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iii) luego f tiene asintota oblicua y = x — % en coey=—x+ % en —oQ.
, 2z -1

Por otra parte, como f '(x) = ————, se deduce que :

2022~z

f es creciente <= f ’'(z) > 0 <= 2z — 1 > 0; luego f creciente en [1, o).
Andlogamente, f es decreciente en (—o0,0].

Como f(0) = f(1) =0, f(z) > 0, se deduce que 0 y 1 son los minimizadores globales
y, COmo h_}rn f(x) = oo, se deduce que no existen maximizadores globales.
Finaulmergite7 Ocoomo f(1)=0,f(x) >0y th_r}noof(a:) = 00, por el teorema

de los valores intermedios se deduce que la imagen serd [0, c0).
2¢ — 1 422 —x — (22 — 1)2 /22 —
b) Como f "(z) = ( * = v Qo - 1) /va? — 2

"= < 0, ya que dicha
2v/x? — :v) 4(x? — x) yad
desigualdad es equivalente a :

Wr2—z< (20 —1)2/Va2—r =42’ -2) < (2r - 1)? = 0< 1.

Por lo tanto, dicha funcién es céncava en (—oo,0] y en [1,00),

luego las asintotas en +oo quedan por encima de la gréafica.

Asi pues, la grafica de la funcién sera, aproximadamente, asi:



y=-—z+3




(2) Dada la funcién y = f(z), definida de forma implicita mediante la ecuacién ye=® — y3 — 3z = 0 en

un entorno del punto z =0,y = 1, se pide:

(a)
(b)

Hallar la recta tangente y el polinomio de Taylor de grado 2 de la funcién centrado en a = 0.
Representar la gréifica de f cerca del punto x = 0,y = 1. Representar la grafica de f~! cerca del punto
x = 1,y = 0, utilizando la recta tangente a la grafica de f~! en el punto z = 1,y = 0 y discutiendo la
concavidad o convexidad de fy f~ 1.

(Sugerencia para b: utilizar la simetria entre f y f~1.)

1 punto

En primer lugar, calculamos la derivada primera de la funcién:

ye "t —ye " =3y’ —3=(y —y)e " —3[y*y +1] =0

sustituyendo z = 0, y(0) = 1 se deduce que y'(0) = f '(0) = —2.

Luego la ecuacién de la recta tangente serd: y = Py(z) =1—-2(z —0) =1 — 2z.

Andlogamente, calculamos la derivada segunda de la funcién:
W —y)e ™ — (¥ —yle ™ = 3[2y(y")? +y*y"] = 0
sustituyendo y(0) = 1,4/ (0) = —2 se deduce que y”(0) = f 7(0) = — 1.

2
Luego la ecuacién del polinomio de Taylor serd: y = Py(z) =1 — 2z — %ng

Utilizando el polinomio de Taylor de orden 2, la gréfica de f, cerca del punto z =0

serd, aproximadamente, como se ve en la parte izquierda de la figura al final.
1 1
Por otro lado, (f71)/(1) = L

) o)
Luego la recta tangente a f~* en x = 1 serd: y — 0= (—3)(z — 1).

Como f es céncava y decreciente cerca del punto = = 0, por simetria se deduce

que f~! serd céncava (y decreciente) cerca del punto x = 1.
Por lo tanto, la gréafica de f~' cerca del punto = = 1 serd, aproximadamente,

como se ve en la parte derecha de la figura al final.

y+ —2x+1




(3) Sea C(x) = 4000 — 40z + 0,02z* la funcién de costes y p(z) = 50 — 0,01z la funcién inversa de

demanda de una empresa monopolista, siendo z > 0 el nimero de unidades producidas de

cierta mercancia. Se pide:

(a)
(b)

Determinar el precio p* y la cantidad x* en los cuales se alcanza el beneficio méximo.

Determinar los ingresos marginales en el punto z*. Justificar si dicho valor aproxima la variacién de
ingresos que se obtienen al vender una unidad mas o menos que z*, asi como si dicha aproximacién es
por defecto o por exceso.

(Sugerencia: recuerda que I(x) = p(z)x y que I’(x) son los ingresos marginales)

0,5 puntos apartado a); 0,5 puntos apartado b)

En primer lugar, calculamos la funcién de beneficios.

B(x) = (50 — 0,01z)z — (4000 — 40z + 0, 022:?) = —0, 0322 + 90z — 4000

Si calculamos la primera y segunda derivada de B :

B'(z) = —0,06z + 90; B” () = —0,06 < 0

luego vemos que B tiene un unico punto critico en z* = O?% = 1500 y, como B
es una funcién céncava, este punto critico es el inico maximizador global.
Finalmente, p* = p(1500) = 50 — 0,01.1500 = 35

Como la funcién de ingresos es I(x) = (50 — 0,01x)z, la funcién de ingresos marginales es I'(x) =
50 — 0, 02z.

Luego I'(1500) = 20. Aplicando el teorema del valor medio, existe ¢~ € (1499, 1500) y ¢* € (1500, 1501)
tales que:

i) I(1500) — I(1499) = I'(c™).(1500 — 1499) ~ I’ (1500) = 20.

i) 1(1501) — I(1500) = I’(c+).(1501 — 1500) ~ I’ (1500) = 20 .

Y, como dicha funcién de ingresos marginales es céncava, pues I”(x) < 0, se deduce que, al ser I'(z)
decreciente:

i) la reduccién de ingresos al producir una unidad menos seré:

I(1500) — 1(1499) = I'(¢~) > I'(1500) = 20, o sea mayor de 20 unidades monetarias; y

ii) el aumento de ingresos al producir una unidad mds sera:

I(1501) — I(1500) = I'(c*™) < I'(1500) = 20, o sea, menor de 20 unidades monetarias.

El dibujo siguiente aclarard la situacién donde ¢(z) es la recta tangente a I(z) en x = 1500:

1499 1500 1501




1 2 osiz<—1
(4) Sea f(x) = o SZ_ v definida a trozos en el intervalo [—3,1]. Se pide:
abx si x> —1
(a) Determinar a y b para que f(x) cumpla la hipétesis del teorema del valor medio (o de Lagrange).
(b) Para los valores a = —1,b = —1, determinar el valor o valores intermedio(s) ¢ de forma que se cumpla la
tesis (o conclusién) del teorema de Lagrange (o del valor medio) aunque no se cumpla la hipétesis.
(Sugerencia para los apartados a y b: enunciar el teorema del valor medio.)

0,5 puntos apartado a); 0,5 puntos apartado b)

a) Las hipétesis de dicho teorema son que f sea continua en [—3,1] y derivable en (—3,1).

Para ello, necesitamos imponer la continuidad y derivabilidad de f en x = —1.
Como lim f(z)=1+a, f(-1)= lim f(z)=—ab

r—s—1— r—s—11
se deduce que la funcién serd continua en dicho punto cuando: 1+ a = —ab.
Por otro lado, suponiendo que la funcién sea continua en x = —1,
serd derivable en dicho punto si: —2a = f ' (1) = f ' (—=1) = ab.
Luego la funcién serd continua y derivable en x = —1 cuando:

14+a=—ab,—2a = ab =

i) si @ = 0, la primera ecuacién no se cumple; y

ii) si @ # 0, de la segunda ecuacién se deduce que b = —2 y de la primera que a = 1.
Luego se cumplen las hipdtesis del teorema de Lagrange cuando a = 1,b = —2.. La grafica de dicha
funcién es la siguiente:
A\ y=1+42a? /
A
i 4.
-1
y=—2

b) Si se cumpliera la tesis del teorema de Lagrange, tendriamos que:
(*) Existe ¢ € (~3,1) : £(1) — £(=3) = £ "(e)(1 - (=3)).
Teniendo en cuenta que a = —1,b= -1 = f(1) =1, f(-3) = -8
luego (*) equivale a que 1 — (—8) = f '(¢)4. O bien: f ’'(c) = 9/4.
i) Cuando —3 < x < —1, entonces f '(z) = —2x, luego
fl(c)=—-2¢=9/4 <= c=—-9/8.

ii) Cuando —1 < z < 1, entonces f '(z) =1 # 9/4;
luego ¢ = —9/8 es el tinico valor que cumple el teorema de Lagrange.



(5) Dadas la funciones f,g: [0,3] — R definidas por: f(z) = —e®, g(z) =In(4 — z) se pide:
(a) Representar aproximadamente el conjunto A = {(z,y) : 0 < x < 3, f(z) <y < g(x)} y hallar, si existen,
los maximales y minimales, méximo y minimo de A.
(b) Calcular el area del conjunto dado.
(Sugerencia para a: el orden de Pareto viene dado por: (zo,y0) <p (z1,¥1) < 20 < 1,90 < Y1.)
0,6 puntos apartado a); 0,4 puntos apartado b)

a) Tanto f (x) como g(z) son decrecientes en su dominio, pues ambas derivadas son negativas.

Por lo tanto, el dibujo de A serd, aproximadamente, asi:

y=In(4—x)

In4

1 1 2
y=—c"

Por lo tanto, el orden de Pareto nos describe al conjunto asi:
méximo no existe, maximales(A) = {(z,g(z)) : 0 <z < 3}.

minimo no existe, minimales(A)} = {(z, f(x) : 0 <z < 3}.

b) En primer lugar, hallamos una primitiva de la funcién g integrando por partes:

fl.ln(479:):fh'g:hgffhg':xln(4—x)ffxi:1;:xln(4fx)—f%:
:xln(4—x)—fi:m—4fi__1;:xln(4—a:)—x—4ln(4—x):(x—4)1n(4—x)—as

Por tanto, aplicando la regla de Barrow, obtenemos que:

3

[(g(2) = f(a))dz = [(& — ) (4 —2) — x + 3 = (~3+ ) — (~4lnd + 1) =
0

=4(In4 — 1) + €3 unidades de 4rea.



(6) Dada la funcién g(x) = 5> se pide:

x
10+
(a) Representar la funcién Gi(z) = [, g(t)dt definida en el intervalo [—8,9], hallando sus intervalos de
crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos globales.
(b) Sea ahora G5 una funcién tal que G4(z) = g(x) y G2(0) = 0.
Encuentra el polinomio de Taylor de segundo orden de Ga(x) en a = 0. Usalo para calcular aproximada-
mente el drea limitada por el eje horizontal, la grafica de g(x) y las rectas verticales z = 0,z = 0, 1.
(Sugerencia para a y b: no intentar hallar una férmula para G; o Gs.)

0,6 puntos apartado a); 0,4 puntos apartado b)

a) Como G(z) = 10# se deduce que:

6
i) Gi(x) es decreci;;fgce en [—8,0], pues su derivada es negativa.

ii) G1(x) es creciente en [0, 9], pues su derivada es positiva.

Por lo tanto, su minimo global lo alcanza en el punto = = 0.

En cuanto al mdximo, como g(z) es una funcién impar, se cumple que ffs g(t)dt = 0.
Luego G1(—8) = 0= G1(8) < G1(9), pues G1(x) es creciente en [0, 9].

Luego el maximo global lo alcanza en el punto x = 9.

Asi pues, la gréfica de G1(x) serd, aproximadamente, asi:

G

b) Dicha area es foo’l g(t)dt = G2(0,1).
Como G4(z) = g(x), se deduce que G5(0) = 0.

T 10 + 2 — 62°
Como Gf(z) =¢'(z) = (10 n xﬁ)/ = 107207 se deduce que G5(0) = 15.
Por lo tanto, el polinomio de Taylor de Ga(z) serd: Py(z) = 5522
Luego el valor aproximado de dicha area, serd: P5(0,1) = %07 12 = ﬁ



