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(1) Sea la funcién f(z) = In(Jz| — 2) + 3. Se pide:

(a)
(b)

Representar graficamente la funcién, calculando previamente su dominio, simetrias y puntos de
corte con los ejes, intervalos de crecimiento y decrecimiento, asintotas e imagen de f(z).

Sea la funcién fi(z) = f(z), definida solo en el intervalo donde dicha funcién es creciente. Dibujar
las graficas de f1(z), su inversa y sus respectivas rectas tangentes en el punto z = 3, utilizando la
concavidad y/o convexidad de fi(x) y de f; ().

Sugerencia: se puede hallar la expresion analitica de f; 1(30), pero no es necesario.

0,6 puntos apartado a); 0,4 puntos apartado b)

El dominio de la funcién anterior es {z : x| > 2} = (—o00, —2) U (2, 00).

Por otro lado, la funcién es par, luego su grafica serd simétrica respecto al eje de ordenadas. Por
tanto, es suficiente estudiarla en el intervalo (2, 00).

La grafica no tiene puntos de corte con el eje vertical, pues * = 0 no esta en el dominio de la
funcién. En cuanto al eje horizontal, si x > 2 su punto de corte serd x: In(x —2) = -3 <=z -2 =
e 3= x=2+e3 Y, por simetria, si £ < —2, el punto de corte serd x = —2 — e3>,

Ademés, como f'(z) = ——3 (si x > 2), se deduce que f es creciente en (2,00) y, por simetria,
decreciente en (—oo, —2).

Como la funcién es continua en su dominio, solo hay que estudiar las posibles asintotas verticales
en 2T y en —2~

lim+f(x) =1In(0") +3 = —0co+3 = —o0; luego la funcién tiene asintota vertical en x = 2% y, por
r—>2
simetria, en x = —27. Y, en cuanto a las asintotas en oo, como:

f=)

por simetria, tampoco en —oo.

lim f(xz) = co; lim = 0; luego la funcién no tiene asintota horizontal ni oblicua en oo vy,
xr—>00 xr—>00
Por lo tanto, como lim f(z) = —oo, lim f(z) = oo y la funcién es continua en el intervalo
z—2t T—>00
(2,00), por el teorema de los valores intermedios la imagen serd (—oo, co).

Conclusion: la gréafica de f tendrd un apariencia, aproximadamente, como la primera figura:
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b)

Siy=fi'(x)>2 fily) =lny—2)+3=z<=In(y—2) =z — 3 —
= y—2=¢"3 <y = fi}(z) = 2+¢*3. Pero el problema se puede hacer sin haber calculado
la expresion analitica de la inversa.



Como f(3) =In(3 —2) +3 =3, f{ *(3) = 3. Andlogamente, como

1
f(x) = P f'3) =1 = (f1)(3) = 1, luego ambas funciones tienen la misma recta
tangente y —3 =2 — 3 (0o sea, y =x) en z = 3.
-1
Por ultimo,como f; es céncava, pues f7(z) = W < 0, y creciente, se deduce que f;!(z) es
T —

convexa y creciente.

Por lo tanto, la gréfica de f; quedara debajo de su recta tangente y = x, mientras que la grafica
de f; !quedars encima de esa misma recta, intersecandose ambas gréficas en el punto (3,3).

La posicién relativa de ambas funciones con su comun recta tangente serd, cerca del punto x = 3,

aproximadamente como la segunda figura.



(2) Dada la funcién y = f(x), definida de forma implicita mediante la ecuacién ye* —y?z+2 = 1

en un entorno del punto z =0,y = 1, se pide:

(a)
(b)

Hallar la recta tangente y el polinomio de Taylor de grado 2 de la funcién centrado en a = 0.
Utilizar la recta tangente y el polinomio de Taylor para obtener una aproximacion del valor de
£(0,1).

. Puedes justificar si alguna de dichas aproximaciones es por defecto o por exceso?

0,5 puntos apartado a); 0,5 puntos apartado b)

En primer lugar, calculamos la derivada primera de la funcién:

ye® +y'e® — 2yy'x — y* + 1 = 0 sustituyendo = = 0, y(0) = 1 se deduce que

y'(0) = f7"(0) = -1.

Anslogamente, calculamos la derivada segunda de la funcién:

(V" +2y +y)e” = 2(y")°x — 2yy"x — dyy' =0

sustituyendo y(0) = 1,4'(0) = —1 se deduce que y”(0) = f 7(0) = =3

Luego la ecuacién de la recta tangente serd: y = Py(z) =1+ (—=1)(x — 0), es decir, y = 1 — z.

Y la ecuacién del polinomio de Taylor serd: y = Pao(x) =1— 2 — %mg

Aproximacién de primer orden: f(0,1)~ P;(0,1) =0,9.
Aproximacion de segundo orden: f(0,1) ~ P5(0,1) =0, 885.

Como la funcién es céncava cerca de 2 = 0, pues f7(0) < 0, la aproximacién por la recta tangente

es por exceso, no pudiendo afirmarse nada sobre la aproximacién de segundo orden.



(3) Sea C(z) = 72+ 92 + 222 la funcién de costes y p(z) = 81 —ax la funcién inversa de demanda

de una empresa monopolista, siendo z > 0 el namero de unidades producidas de cierta

mercancia y a > 0. Se pide:

(a)
(b)

Determinar la produccién que maximiza el beneficio.
Determinar el coste medio minimo, hallando primero la producciéon que minimiza el coste medio.

0,5 puntos apartado a); 0,5 puntos apartado b)

En primer lugar, calculamos la funcién de beneficios.

B(z) = (81 — ax)z — (72 + 9z + 222) = (—a — 2)2% + 722 — 72
Si calculamos la primera y segunda derivada de B :
B'(z)=(-a—2)2x+72;B"(z) = (—a—2)2<0

luego vemos que B tiene un unico punto critico en x = m y, como B es una funcién céncava,
a
este punto critico es el inico maximizador global.

C(x) 72

La funcién de costes es Cy,(x) = = — +9+2z.

Si calculamos su dos primeras derivadas:
—72 72
Cl (x) = 5 +2;C7 p(z) = 2; >0
observamos que © = 6 es el unico punto critico de la funcién Cy,(z), y como dicha funcién es
convexa, dicho punto critico es el inico minimizador global.
Por lo tanto, la produccién que minimiza el coste medio serd: x = 6.

Y, sustituyendo en la funcién de costes medios, el coste medio minimo sera:
72
Cm(G) = €+9+2.6: 124+94+12=33



(4) Sea la funcién f(z) = {

axr + 3 stx<l1

) . y consideremos el intervalo [-1,3] . Se
—z°+2ax+b st z>1

pide:

(a)
(b)

Determinar a y b para que f(z) satisfaga las hipdtesis (o condiciones iniciales) del teorema de
Lagrange (o del valor medio) en dicho intervalo.

Para aquellos valores a, b determinar, el valor o valores intermedio(s) ¢ de forma que se cumpla la
tesis (o conclusién) de dicho teorema.

Sugerencia para ambos apartados: enunciar el teorema del valor medio.

0,6 puntos apartado a); 0,4 puntos apartado b)

Necesitamos imponer la continuidad y derivabilidad en = = 1.
Para ello, como lim f(z) =a+3, f(1)= lim f(z)=-14+2a+b
r—1— r—>1t
se deduce que la funcién sera continua en dicho punto cuando:
a+3=—-142a+b<=a+b=4
Por otro lado, suponiendo que la funcién sea continua en x = 1, sera derivable en dicho
puntosi: a=f"(1)=f/ (1) = -2+2a < a=2.
Luego la funcién sera continua y derivable en = 1 cuando a = b = 2.

Por el teorema del valor medio sabemos que:

Existe c€ (=1,3) : f(3) — f(=1) = f '(¢)(3 = (—1)).

Teniendo en cuenta que a = b = 2, lo anterior equivale a que (—9+12+2) — (=24 3) =4f'(c). O
bien: f'(c) = 1.

Cuando = < 1, f '(x) = 2 # 1, luego no es posible que ¢ < 1.

Cuandoz > 1,f'(z)=-2z+4=1<=az=3.
3

Luego solo es posible cuando ¢ = 3.



(5) Dada una funcién f :[0,3] — R continua, céncava y que cumpla: f(0) =2, f(1)=3, f(3) =

0, f'(1) = 0. Se pide:

(a) Representar aproximadamente el conjunto A = {(z,y) : 0 < = < 3,0 < y < f(x)} y hallar, si
existen, los maximales y minimales, méximo y minimo de A.

(b) Calcular la mejor aproximacién inferior (o por defecto) del area del conjunto dado.

Sugerencia para a: el orden

de Pareto viene dado por: (2g,90) <p (z1,11) <= 2o < 21,50 < ¥1.

Sugerencia para b: considerar los segmentos que unen los puntos (0, 2), (1,3) y (3,0).
0,6 puntos apartado a); 0,4 puntos apartado b)

a) Como f(z) es céncava y f (1) = 0, eso significa que la funcién es creciente en el intervalo [0,1] y

decreciente en el intervalo [1

,3]. Por lo tanto, el dibujo de A serd, aproximadamente, asi:

f 1(1,3) (3,3)
31 /7 O\
2l — /\
1l ///,//
(0,0) 1 2 3

Por lo tanto, el orden de Pareto nos describe al conjunto asi:

mdéximo no existe, maximales(A4) = {(z, f(z)) : 1 <z < 3}.

minimo(A) = minimales(A)}

b) Como la funcién es céncava,

={(0,0)}.

el segmento hj(x) que une los puntos (0,2) y (1,3) queda por debajo

de la gréfica de la funcién, como indica la figura

f 1(1.3) (3,3)
2NN
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Luego como hj(x) = 2 + z, se deduce que:
<

[hi(z)de =3 < [ f(z)d
0 0

Andlogamente, el segmento he(x) que une los puntos (1,3) y (3,0) queda también por debajo de
la grafica de la funcién. Luego como ho(x) = (52)(x — 3), se deduce que:

2 2

[ ho(z)de =3 < [ f(z)dx

1 1

Luego 5 +3=14 < Area (A)

2



1
(6) Dada la funcién h(z) = 2T s> 0, se pide:

a3’
(a) Hallar la primitiva de h(z) que tome el valor 1 en & = 1.
(b) Sea g continua tal que h(z) < g(z) <2h(x)siz > 1y G(z fg

Hallar la mejor aproximacién posible de L, siendo y = L la asmtota horizontal de G(z).

Sugerencia para b: en primer lugar, probar la existencia de L y calcularlo

aproximadamente, suponiendo que hm f h(t = 4 y probando/utilizando la monotonia de
G(z).

En segundo lugar, comprobar que CEli_r)noo f h(t)dt = %

0,5 puntos apartado a); 0,5 puntos apartado b)

1
a) Sea H(z) = [ %dz la primitiva indefinida de h(z).

Integrando por partes, llamando f'(z) =z~ 7g( ) = Inz, se obtiene que:
2

Sz 3 Inzdr = —lnmff—:r*ldz = —lner 5 Ja3de =
=2

Y ahora, como H (1) 71 =1l=0C= g.

Por lo tanto, Hy(z) = (F)z~ (21nx+1)+%.

b) Como fh( < [g(t)dt < 2fh , ¥ como h_)rn [h(t)dt =1,
1 xr OC

x

se deduce que L = hm f g(t)dt, si existe, cumplird que Z <L<

1
2
Luego L = 2 sera la mejor aproxnna(non con un error maximo de é.

Por otro lado, como G(x f g(t)dt es creciente, pues su derivada, g(x), es positiva,

y ademds G(x) estd acotada superiormente, se deduce que existe L = lim f g(t)dt.
r—>00
1

Para probar la sugerencia, como Hy(x f h(t)dt es la primitiva de h(z) que toma el valor 0 en

x = 1, entonces dicha primitiva solo se dlferen(31a de la otra primitiva H(z) obtenida en el apartado

anterior en una unidad. .
Asf pues, Hy(z) = ()27 2(2lnz + 1) + 1. Y ahora, xrgnm{h(t)dt =

= lim Hy(z)=1+(F) li_r)noo(Z Inz + 1)/2? =(aplicando la regla de L’'Hopital)=

Tr—>r00

= % + (%)mlim —_— = i.

00



