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MODELO 1.

1. SeaA=<{(xy)eR?: X< 1-e <y <e*}. Sepide

a) Representar el conjunto A.
b) Consideramos en R? el orden de Pareto definido por (Xo,Y0) <p (X1,Y1) € Xo < X1,
Yo < y1. Halar el conjunto de puntos maximales y minimales, maximo y minimo de A.
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Como seve en el dibujo, el conjunto A esta delimitado lateralmente por las rectas
verticalesx = -1, x = 1, einferior y superiormente por las gréficas de las funcionesy = —e*y

= e respectivamente.

b) Evidentemente, los puntos maximales del conjunto son aguellos que constituyen lagréfica

delafunciény = e*, cuando x variaentre-1y 1.
Andogamente, los puntos minimales del conjunto son aguellos que constituyen lagréfica de

lafunciény = —eX, cuando x variaentre-1y 1.
Por lo tanto, al haber varios puntos maximalesy minimales, podemos asegurar que no hay ni

maximo ni minimo de A.



2. Dadalafuncién f(x) = xel™, sepide:

a) Cadcular losintervalos de crecimiento y decrecimiento, méximaos y/o minimos (relativos y
absolutos) de lafuncion f(x).

b) Calcular losintervalos de concavidad y convexidad, asi como los puntos de inflexion de la
funcion f(x).

c) Cadcular lasasintotasy representar lagraficade f(x).
1,5 puntos

a) En primer lugar, calculamos laderivada de f:

f'(x) = el + xel™*(-1) = (1 - x)e'™. Por lo tanto, se deduce que lafuncién es creciente S x
<1 (pues laderivada es positiva) y decreciente S x >1 (pues laderivada es negativa). Ademés, la
funcién alcanzaen el punto x =1 un maximo relativo y absoluto, y no hay mas extremos, ni
locales ni globales.

b) Calculemos, para €llo, la derivada segunda de f:

' (x) = -+ (1 - x)er™*(-1) = (x - 2)et™*. Por lotanto, se deduce que lafuncién es
concava s x <2 (pues laderivada segunda es negativa) y convexa s x >2 (pues laderivada
segunda es positiva). Ademas, lafuncién acanzaen el punto x =2 un punto de inflexion y no hay
ningun otro mas.

¢) Como f es continua en todo su dominio, no tiene asintotas verticales.

En +o0, sin embargo, lafuncién tiene como asintota horizontal larectay = 0, pues se cumple
que

lim xet™ =lim ﬁ = 2 = (y ahora, aplicando L’ Hopital) =lim ﬁ =L=0

X—>00 X—00 X—00
Por ultimo, lafuncidn no tiene en -« asintota horizontal ni vertical, pues
lim xe!* = —o0, y lim 10 —lim x —jim 1. = 1 -,

X—>—00 X—>—00 X—>—00 X—»—o0 €

Por tanto, lagréficadef es, aproximadamente:




In(1+x) ax<1
a+blnx s x>1
a) Supdngase en este apartado quea = b = 1. Hallar el dominio y laimagen de lafuncion

f(x).

b) Supdngase ahora a, b valores cualesquiera. Hallar losvalores de a'y b para que lafuncién
f(x) seaderivableen el punto x = 1.
1 punto

3. Dadalafuncion definida por f(x) = {

a) Evidentemente, lafuncion esta bien definida paratodos los valores de x > 1. En cuanto a
losvaloresde x < 1, f solo esta bien definidas x > -1. Por tanto, Dominio (f) = (-1, «).

Por otra parte, lafuncion es continuay creciente excepto en el punto x=1. Ademas, tiende a
-0 en -1* y aco cuando X tiende a co. Por dltimo, como

lim f(x) = f(1) = In2,lim f(X) = a = 1, sededuce que Imagen(f) = (-0, IN2] U (1,0).

*x->1~ X1t

b) En primer lugar, f debera ser continua s ha de ser derivable. Para dlo, hallamos los limites
laterales:
lim f(x) = f(1) = In2, I|m f(x) = a, luegof serdcontinuas y solosi a= In2.

X->1" X
Por otro lado, lafuncié on f sera derivable 5 es continuay, ademas

lim f'(x) =lim - = L,lim & = b, luegof seraderivables y solosia= In2,b = 1.
X1~ X1~ x->1*



4. Sealafuncién f(x) = In(x2 + b) , siendo b un nimero real mayor que 0. Se pide:

a) Hallar el polinomio de Taylor, de orden 2, correspondiente a f(x), centrado en el punto
a=0.

b) Estudiar para que valores del parametro b lafuncion f(x) alcanza un méximo o minimo local
en el puntox = 0.

c) Enloscasosen losque f(x) acanzaun maximo o minimo local en x = 0, ¢alcanzara f(x) un
maximo o minimo global en dicho punto?
1’5 puntos

8) f(0) =Inb; '(x) = -2, luego f'(0) = 0. Por ditimo, f"(x) = % luego f*(0)
=E—§ = % Por lo tanto, el polinomio de Taylor de orden 2 que nos piden sera

P,(X) = Inb+0+ %.%xz = Inb+ XFZ_

b) Como f’(0) = 0, f*(0) > 0O, puesto que b es mayor gque 0, se deduce f alcanza un minimo
relativo en el punto x = 0.

¢) Como f’(x) < 0 cuando x < 0, y f'(x) > 0 cuando x > 0, se deduce que f es decreciente
cuando x < 0y creciente cuando x > 0, luego f alcanza un minimo global en x = 0, paratodo
valor de b mayor que 0.



5. Lasiguientefiguramuestrala gréfica dela derivada def paralosapartadosa) y b).

a) Hallar losintervalos de crecimiento, decrecimiento y los extremos locales def.

b) Halar losintervalos de concavidad, convexidad y los puntos de inflexion def .

c) Considérese ahora que lagrafica anterior NO representa laderivada de f, sino laderivada
segunda de ciertafuncion g . Hallar losinterval os de concavidad, convexidad y los puntos de
inflexion de g.

1,5 puntos

\ | /.
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a) f es creciente en losintervalos donde f* es positiva (exceptuando el punto x = 3), es decir,

en (-o0,—1) y en (1,0).
Asmismo, f es decreciente en losintervalos donde f* es negativa, es decir, en (-1,1).

Por lo tanto, f alcanza un méaximo local en el punto x = -1y un minimo local en x = 1.

b) f es convexa en losintervalos donde f’ es creciente, es decir, en (0,2) y en ( 3, «).
Asmismo, f es concava en losintervalos donde f’ es decreciente, es decir, en (—,0) y en

(2,3).
Por lo tanto, los puntos x = 0, X = 2, y X = 3 son los puntos de inflexion de f.

C) g es convexaen losintervalos donde g" es positiva (exceptuando el punto x = 3), es decir,

en (-o0,—1) y en (1,00).
Asmismo, g es concava en losintervalos donde g* es negativa, es decir, en (-1,1).

Por lo tanto, los puntos x = -1, x = 1 son los puntos de inflexién de g.



6. Sean C(x) = Co+ 10x+ 0,03x?y p(x) = 50 — 0'01x las funciones de coste y de
demanda, respectivamente, de una empresa monopolista. Se pide:

a) Hallar laproduccion xo donde laempresa alcanza su maximo beneficio.

b) Dibujar lasfunciones de ingreso y coste marginaes de dichaempresa, y halar el nivel de
produccion x; donde las citadas funciones se cortan.

c¢) Comentar losresultados anteriores.
1’5 puntos

a) Lafuncién de beneficios B(x) =
1(X) — C(x) = (50 — 0'01x)x — (Co + 10x + 0,03x?) = —0'04x2 + 40x — Cy. Luego

B’(x) = -0'08x + 40 = O equivdeax = % = 4X0 = 500. Y, como B(x) es concava, sin
mas que comprobar que la derivada segunda de B es negativa, se deduce que laempresa alcanza
su maximo beneficio parala produccién xo =500

b) Lafuncion de ingreso marginal I’ (x) es larectay = 50 — 0'02x,y lafuncion de coste
marginal C’(x) es, asmismo, larectay = 10 + 0'06x, cuando ambas rectas estan contenidas en el
primer cuadrante. Por lo tanto, ambas rectas se cortan cuando 10 + 0'06x = 50 — 0'02x, o
equivalentemente, cuando 0'08x = 40, 0 equival entemente, cuando
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c) Los resultados se comentan por si solos: el nivel de produccién de maximo beneficio, Xo,
coincide con el nivel de produccion donde seigualan losingresosy costes marginales, X1. ESo no
es de extrafar: s laempresa decidiera producir una unidad adicional, es decir producir 501
unidades, la Ultima unidad producida provocaria perdidas, pues los costes marginales son
superiores alosingresos marginales. De lamismaforma, s laempresa decidiera producir una
unidad menos, es decir, 499 unidades, la empresa dejaria de ganar |os beneficios que creala
produccion de launidad 500, pues la tltima unidad producida si crea beneficios, ya que larecta
de ingresos marginales queda por encima de la de costes marginales en el intervalo (499,500).



7. Dadalafuncion f(x) = in , se pide;
X+ X—2

a) Hallar todas las primitivas de dicha funcion f(x).
b) DadaF(x) una primitiva cualquierade f(x), hallar los valores de x donde F(x) alcanza un
maximo o un minimo local.
Justificar larespuesta.

1 punto
a) En primer lugar, hallamos las raices del po)linomio del denominador, que resultan ser x =1,
x=-2. Luego X*+5 _ a , 8 _ (A+B X+2A_B, luego se cumple, tomando x =1, x
< X24x—2 x1 0 ox2 X2+ X—-2 < P

=0que
6=3A, 5=2A-B, esdecir, A =2, B=-1. Por lotanto
_X+5 _ 2 4 -1 esdedir, las primitivas de lafuncion f(x) son de laforma

X2+x_2 x=1 m’
2Inx - 1}-Injx + 2+C

b) F(x) alcanzara un maximo o un minimo local donde su derivada F (x) = f(X) seanule, es
decir, cuando el numerador de f(x) se hagaO. Esto es, cuando x seaigual a-5.
Por otraparte como lim F'(x) = & =07, lim F'(x) = 2—8 = 0%, F esnegativaenun
X->—5— X->—5+
intervalo alaizquierdade -5 (Iluego F decrece en eseintervalo), F es positivaen un intervalo ala

derechade -5 (luego F crece en eseintervalo). Por lo tanto, F alcanza un minimo local en el
punto -5.



8. Dadaslasfuncionesf(x) = Inx, g(x) = —-Inx, sepide:

a) Dibujar el recinto encerrado entre las gréficas de dichas funcionesy lasrectas x = -%
X=e

b) Hallar el areade dicho recinto.
1 punto

a) Lafuncion f(x) es creciente, lafuncion g(x) es decreciente y ambas se cortan en el punto
x donde

f(x) = Inx = —Inx = g(x). Esdecir, cuando 2Inx = 0, o en otras palabras, cuando x = 1.

Por otro lado, f(1/e) = Ine™! = -1,g(1/e) = —Ine! = 1,f(e) = 1,g(e) = —Ine = -1. Luego
el recinto comprendido entre ambas gréficas es aproximadamente el descrito en lafigura

b) Como f esta por debajo de g en el intervalo (1/e,1) y alainversaen el intervao (1,e), el
areadel recinto ser&

1 e 1 e
[ (=Inx—Inx)dx + [(Inx— (-Inx))dx = [ —2Inxdx + [ 2Inxdx. Resolviendo por partes se
e 1 le 1

obtiene que

[Inxdx = xInx - x, luego el &readel recinto ser&

[-2xInx + 2x]1, + [2xInx — 2x]$ = 4(1 — 1/e), después de realizar |as operaciones
correspondientes.



