Tema 4

Aplicaciones de la derivada

4.1 Derivadas de orden superior

Si f es derivable en un intervalo abierto (a,b), entonces la derivada de f es una nueva
funcién, f’ : (a,b) — R. Nada impide preguntarnos por la derivada de f’. Si existe,
esta serd la sequnda derivada de f y escribiremos (f') = f”. La tercera derivada de f es
(f"Y = f" y podemos continuar de esta forma para definir derivadas de cualquier orden n.
La derivada de orden n se escribe de manera general como f”), pero para valores concretos
de n utilizamos la notacién: f/, f”, f", fi*, f¥, ..., es decir, nimeros romanos desde la
derivada cuarta en adelante.

Diremos que una funcién es de clase C' si su primera derivada es continua, de clase
C? si su segunda derivada es continua, etc. Es de clase C si las derivadas de cualquier
orden de f son funciones continuas. Todas las funciones elementales son de clase C*° en su
dominio.

Ejemplo 4.1.1. Dada la funcién f(z) = 42* — 222+ 1, tenemos que sus derivadas sucesivas
son: f'(z) = 162 — 4z, f"(x) = 4822 — 4, f"(x) = 96z, fP(z) = 96 y f(™)(x) = 0 para
todo n > 5.

Ejemplo 4.1.2. La funcién g(x) = x3/2 estd definida y es continua en toda la recta real.
Su derivada es ¢'(z) = 3\/z, que también est4 definida y es continua en toda la recta real.
La derivada segunda sin embargo es ¢”(z) = %l‘_l/ 2 que no esta definida en 0. Por tanto,
g es de clase C! en todo R, pero no de clase C? en R. Por supuesto, si eliminamos el punto
problematico, podremos decir que g es de clase C*° en (0, 00).

4.2 Polinomio de Taylor

4.2.1 Polinomio de Taylor de orden 2

Observacion: la recta tangente o polinomio de Taylor de orden 1:

y = Pra(z) = f(a) + f'(a).(x — a)



se caracteriza porque cumple:

o /(@) = Pra(a)

=0
T—a (x —a)

como se puede comprobar por la regla de L’Hopital.
Pues bien, a partir del limite anterior podemos definir el polinomio de Taylor.

Definicion 4.2.1. El polinomio de Taylor de orden n viene caracterizado por ser el tnico

polinomio de grado < n que cumple: hmw =0.
z—a (T—a)

Del limite anterior, cuando n = 2, se deduce:
Teorema 4.2.2. Py () = f(a) + f'(a).(z — a) + L% (2 — a)?

Demostracion : Usar la regla de L'Hopital.
Observacion: las derivadas primera y segunda del polinomio de Taylor de orden 2 coin-
ciden con las derivadas de la funcién.

4.2.2 Aproximacion de segundo orden

El polinomio de Taylor, es la pardbola tangente a f (si f7(a) # 0). (Para qué sirve el
polinomio de Taylor, si f”(a) # 07 Es decir, ;jpara qué sirve la pardbola tangente?

1. Para conocer la posicién relativa de la gréafica de f respecto a la recta tangente.

2. Ademds, si f '(a) = 0, para el estudio de los extremos locales, mediante el signo de
[ (a).
Supongamos f'(a) = 0, f”(a) # 0. Si el polinomio tiene extremo local, f lo tiene.
Obviamente, si la funcién no lo tiene, el polinomio tampoco.

Ver también seccién 4.3.

3. Para obtener mejores aproximaciones.
Ejemplo 4.2.3. Hallar aproximadamente In(0,9) y In(1, 2) utilizando:
a) el polinomio de f(x) =In(1+z) en a = 0: In(1 + z) ~ x — 2%/2; o bien
b) el polinomio de f(z) =In(z) en a = 1: In(z) = (z — 1) — (x — 1)%/2

4.3 Condiciones de optimalidad de segundo orden

Sea f una funcién de clase C? en un intervalo abierto centrado en el punto ¢
Condiciones necesarias de segundo orden

e f(c) es un minimo local de f = f"(¢) > 0;
e f(c) es un méximo local de f = f”(¢) < 0.

Condiciones suficientes de segundo orden
Sea ¢ tal que f'(c) = 0.



e f"(c) >0 = f(c) minimo local estricto de f;
e f"(c) <0 = f(c) méximo local estricto de f.

Ejemplo 4.3.1. Sea f(z) = 42* — 222 + 1, entonces f'(z) = 162% — 4z y f"(x) = 4822 — 4.
El punto ¢ = 0, ; puede ser un minimizador local de f? No, ya que f”(0) = —4 < 0.
Es ¢ = 0 un maximizador local de f? Si, ya que es punto critico, f'(0) = 0y f”(0) es

negativo, como hemos calculado antes. ;Tiene f otros extremos? Calculamos todos los
puntos criticos: f/(z) = 0 siy solo si z = 0, z = £3. Como, f”(+1) = 8 > 0, entonces

ambos % y —% son minimizadores locales.

Ejemplo 4.3.2. Sea f(r) = 42% — %xB’ +1. Vamos a estudiar sus extremos locales mediante
la primera y la segunda derivada. Tenemos que f'(z) = 162> — 822 y f”(z) = 4822 — 162.
Los puntos cri’ticos son x =0y x = % Dado que f”(0) = 0, no podemos concluir nada con
el criterio de la derivada segunda. Por otra parte, f”(3) = %8 — 18 =12-8=4>0, luego

% es minimizador local de f. Si queremos saber el caracter de 0, podemos acudir al test de
la derivada primera, como f/(—1) < 0, f’(1/4) < 0, luego f es decreciente si x < 5 y, por
lo tanto, x = 0 no es ni maximizador ni minimizador local.

4.4 Concavidad/convexidad y puntos de inflexién

Si la funcién f es derivable en cada punto de un intervalo (a,b), entonces la gréfica de f
admite en cada punto (z, f(z)) con x € (a,b) una recta tangente que no es vertical.

Definicién 4.4.1. Se dice que la funcién f es convexa (céncava) en el intervalo (a,b) si en
el intervalo (a, b) las rectas tangentes a la grafica de f estan por debajo o tocan (estdn por
encima o tocan) a la grafica de f.

Hay funciones que no son convexas ni céncavas. Las tUnicas funciones que son a la vez
convexas y céncavas son las que tienen como grafica una recta.

Teorema 4.4.2 (Caracterizacién de la concavidad o convexidad mediante la derivada).

1. f es convexra en I si y solo si su derivada es creciente en dicho intervalo.

2. f es concava en I siy solo si su derivada es decreciente en dicho intervalo.

Teorema 4.4.3 (Condicién suficiente de concavidad/convexidad). Supongamos que f es
dos veces derivable en (a,b).

1. Si f"(x) > 0 para todo x € (a,b), entonces f es convexa en (a,b);
2. 8i f""(z) <0 para todo = € (a,b), entonces f es concava en (a,b).

Teorema 4.4.4 (Extremos globales de funciones céncavas o convexas).

1. Si f es convexa en I y c es un punto critico de f, entonces c es un minimizador global
de f en I.



2. Si f es concava en I y ¢ es un punto critico de f, entonces ¢ es un maximizador global
de f en I.

Definicién 4.4.5. Un punto ¢ en el que la funciéon f cambia de convexa a céncava o
viceversa es un punto de inflexién de f.

Teorema 4.4.6 (Condicién necesaria de punto de inflexién). Si f tiene un punto de in-
flezion en c y f es clase C? en un intervalo abierto alrededor de c, entonces f(c) = 0.

Teorema 4.4.7 (Condicién necesaria de punto de inflexién). Si f es dos veces derivable en
un intervalo alrededor de ¢, f"(c) =0 y el signo de f" cambia al pasar por ¢, entonces c es
un punto de inflexion de f.

Si f es tres veces derivable, el teorema puede simplificarse a: si f”(c) =0y f"(c) #0,
entonces ¢ es un punto de inflexién de f.

Ejemplo 4.4.8. Hallar los intervalos de concavidad/convexidad de f(z) = (z + 6)3(x — 2)
y sus puntos de inflexién

SoLucION: El dominio de f es todo R y la funcién dos veces derivable. Ademés

fl@x)=3z+6)2%(z—2)+(z+6)3=(z+6)>2B(x—2)+ (x+6)) = (z+ 6)%(4x),
f"(x) = 8(x + 6)x + 4(x + 6)* = 4(x + 6)(2x + (x + 6)) = 12(x + 6)(x + 2).

Luego f” > 0 cuando z > —2 y cuando z < —6, f” < 0 en [—6,—2]. Luego f es convexa en
(—00,—6] y en [—2,+00), y es cdncava en [—6, —2|. Los puntos —6 y —2 son de inflexién.

4.5 Aplicaciones de la derivada en teoria de la empresa

4.5.1 Ingreso, coste y beneficio marginal

En economia aplicada, cuando hablamos de coste marginal de un producto, siendo x el nivel
de produccion, nos podemos referir al coste adicional de producir la tltima unidad, en cuyo
caso el coste marginal vendria dado por la férmula:

Cx)—C(x —1) = C'(a)

donde a, € (z — 1, z), por el teorema de Lagrange.

Por otro lado, cuando hablamos de coste marginal de un producto, siendo x el nivel de
produccién, nos podemos referir al coste adicional de producir una unidad mas, en cuyo
caso el coste marginal vendria dado por la férmula:

Clz+1) = Clz) = C'(Ba)

donde 3, € (z,x + 1), por el teorema de Lagrange.

En esta asignatura, cuando hablamos de coste marginal nos referimos siempre a la
derivada de la funcién de costes. Si aceptamos que la derivada de la funcién de costes es
bastante estable, los tres conceptos tienen valores aproximados, ya que podemos suponer
que:



C'(ag) = C'(x) ~ C'(Be)

Observacion: las aproximaciones anteriores pueden afinarse asi:

Clx)—Cx—1)=C"(ay) <C'(x) < C'(By) =C(xz+ 1) — C(x)

sin méds que suponer que C(z) es convexa, lo que suele suceder. Y, por tanto, su derivada
es creciente.

Lo mismo que hemos definido para la funcién de costes se puede hacer para la funcién
de beneficios, pues:

B(z) — B(x — 1) = B'(a,) = B'(x) =~ B'(8;) = B(x + 1) — B(z)
Andlogamente al caso anterior, las aproximaciones anteriores pueden afinarse asi:
B(z) — B(x — 1) = B'(ay) > B'(x) > B'(8;) = B(x + 1) — B(z) sin més que suponer
que B(z) es concava, lo que suele suceder. Y, por tanto, su derivada es decreciente.

4.5.2 Comportamientos de la empresa: minimizacién del coste medio-
maximizacion del beneficio

C(x)

, la funcién de costes medios es, en general, convexa; luego su minimo se alcanza

(Cf)>' (r0) = 0

Observacién: xg ha de ser positivo, superior a la produccién minima (si la hay) e
inferior a la produccién méaxima (si la hay).

en el punto xg que satisface:

Observacion: una empresa que persiga la minimizacion del coste medio lo que esta
buscando en realidad es que la probabilidad de que haya beneficios sea maxima, dado
que esta empresa tiene incertidumbre sobre cual serd el precio de venta de su producto.
Téngase en cuenta que la empresa tiene beneficios cuando:

C(x)

X

B(z) =z -p(x) — C(z) > 0 <= p(z) >

C(z)

de ahf que dicha empresa busque que =~ tome un valor lo mds pequeno posible.

2. B(z), la funcién de beneficios es, en general, céncava; luego su maximo se alcanza en

el punto xy que satisface:
B,(l‘o) =0

Observacién: zy ha de ser positivo, superior a la produccién minima (si la hay) e
inferior a la produccién méaxima (si la hay).

Observacion: una empresa que persiga la maximizacion del beneficio tiene un conocimiento

cierto de cual serd el precio p(x) al cual venderd su produccién x.

Solo las empresas con una posicién casi monopolista en el mercado en el que operan
pueden tener esa certidumbre.



4.5.3 Problemas de optimizacién

Necesitamos recordar los conceptos de funcion de ingreso R, funcién de costes C, y funcién
de beneficios, II de una empresa monopolista estudiados en la leccién dedicada a la con-
tinuidad de funciones. Denotdbamos alli mediante P(z) la funcién inversa de la demanda,
y por x la cantidad del bien que produce y vende la empresa en el mercado. Consideramos
tres problemas diferentes de optimizacién.

Problema del propietario: maximizar beneficios

maxII(xz) sujeto a las condiciones de factibilidad de z.

Problema del jefe de ventas: maximizar los ingresos

max R(x) sujeto a las condiciones de factibilidad de z.

Problema del jefe de almacén: minimizar el coste medio

C(x)

min sujeto a las condiciones de factibilidad de =x.
Sean

P(z) = A — Bux;
C(x) = ¢+ ax + bx?,

donde A >0,B>0,b>0,¢c>0y A > a. Tenemos
R(x) = xP(r) = (A — Bx);
I(z) = R(z) — C(z) = (A — Bx) — (¢ + ax + be);

S
x

Se supone que no hay restricciones de produccién, de manera que la empresa puede producir
el bien en cualquier cantidad z.

e Problema del propietario.

A—a

Dado que
m"(z) = —2(B +b) <0,

la funcién de beneficios es estrictamente céncava, luego * maximiza beneficios (z* es
méaximo global tinico).



e Problema del jefe de ventas.

A
'(¥) = A — 2Bz = =
R'(x) r=0=zx 5B

Dado que
R'(z) = —2B <0,

la funcién de ingresos es estrictamente céncava, luego z** maximiza beneficios (z** es
méximo global dinico)

e Problema del jefe de almacén.

—/ Cc Sk C
C(w):—?—i—b:()éx :\/;.

6”(37) = 2¢ > 0,

T3

Dado que

*

el coste medio de produccién es estrictamente convexo, luego z*** minimiza el coste

medio (z*** es minimo global unico).



