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Introduccién a las Matematicas para la Economia

13/01/2020 RESUELTO

3,—x

Se considera la funcién f(z) = z°e™7.
(a) (5 puntos) Hallar el dominio y asintotas de la funcién f.

(b) (10 puntos) Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento y méximos y minimos locales y
globales de f. Hallar la imagen de f y dibujar su grafica.

Solucién:

(a) Como f es continua en su dominio, solo hay que estudiar las asintotas en co y en —oo:

x
i) lim & = lim z%e™® = oo, luego f no tiene asintota ni horizontal ni oblicua en —oo.
r—r—00 T r—r—00
. N . . .6 6
ii) lim f(z)= lim — = 2 = [por la regla de L’Hopital, aplicada 3 veces] = lim — = — =0.
T—>00 r—> o0 et o r—> 00 ¥ 00

Luego f(z) tiene asintota horizontal y = 0 en oo.

(b) Como f'(z) = e *(—a3 + 32?), se deduce que:

f es creciente < f'(x) > 0 < —23+32% = 2?(—2+3) > 0; luego f es creciente en (—o0, 3].Andlogamente,
f es decreciente en [3, 00).

De lo anterior se deduce que 3 es un maximizador local y global. Al no haber mas puntos criticos,
se deduce que no existen minimizadores locales ni globales.

Finalmente, como lim f(xz) = — oo, por el teorema de los valores intermedios se deduce que la
T——00
imagen serd (—oo, f(3)] = (—o0,27¢73].

Asi pues, la grafica de la funcién sera, aproximadamente, asi:
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Dada la funcién y = f(x), definida de forma implicita mediante la ecuacién
ze¥ + ye¥ = 2e

en un entorno del punto z = 1,y = 1, se pide:

(a) (8 puntos) Hallar la recta tangente y el polinomio de Taylor de grado 2 de la funcién centrado en
el punto a = 1.

(b) (7 puntos) Representar la grafica de f cerca del punto x = 1 y utilizar la recta tangente para
obtener una aproximacion de los valores de f(0.9) y de f(1.2).

Puedes justificar si alguna de dichas aproximaciones es por defecto o por exceso?

Solucién:

(a) En primer lugar, calculamos la derivada primera de la funcién:
(L+ay)e? + (¥ +y)e" =0

y sustituyendo = 1, y(1) = 1 se deduce que: 2e(y’ +1) =0= ¢/(1) = f/(1) = —1.
Luego la ecuacién de la recta tangente serd: y = Pi(z) =1 — (x — 1); o bien, y = 2 — z.

Andlogamente, calculamos la derivada segunda de la funcién:
W +ay” + (1 +ay)y)e’ + (v + 2y +y)e” =0

y sustituyendo z = 1,y(1) = 1,4/(1) = —1 se deduce que: 2¢(y” —1)=0 = y’(1) = f7(1) = 1.

Luego la ecuacién del polinomio de Taylor serd: y = Pa(z) =1— (z — 1) + (2 — 1)~

(b) Utilizando el polinomio de Taylor de orden 2, la grafica de f cerca del punto x = 1 serd, aproxi-
madamente, asi:

(0,0) 1

Por otro lado, las aproximaciones de primer orden seran:
f(0.9) = P(09)=1-(-0,1) = 1,1, f,2)=P(1.2)=1-(,2)=0.38.

Como la funcién es convexa cerca de x = 1, pues f”(1) > 0, la aproximacién de los valores de f por
la recta tangente sera, en ambos casos, por defecto.
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Sea C(x) = 85+ 100z — 2 la funcién de costes y p(x) = 200 — 3z la funcién inversa de demanda de
una empresa monopolista, siendo 0 < z < 50 el nimero de unidades producidas de cierta mercancia. Se
pide:

(a) (6 puntos) Determinar el precio p* y la cantidad z* en los cuales se alcanza el beneficio maximo.

(b) (9 puntos) Si el gobierno disminuye los costes por medio de una subvencién de S euros por unidad

producida, determinar la nueva cantidad z*(.5) y el nuevo precio p*(S) que maximizan el beneficio
de la compania.

Comparar los resultados con el caso anterior.

Solucidn:

(a)

En primer lugar, calculamos la funcién de beneficios
B(z) = (200 — 3z)x — (85 + 100z — 2%) = —22% 4+ 100z — 85.

Si calculamos la primera y segunda derivada de B: B'(z) = —4x + 100; B”(z) = —4 < 0, luego

vemos que B tiene un tnico punto critico en z* = — = 25 y, como B es una funcién céncava, este

punto critico es el inico maximizador global.

Finalmente, p* = p(25) = 200 — 75 = 125.

Como la nueva funcién de costes es C(z) = 85+ (100 — S)z — 22, la nueva funcién de beneficios serd
B(z) = —22% 4 (100 + S)z — 85. Como B'(z) = —4x+ 100+ S; B”(z) = —4 < 0, vemos que B tiene
_ 100+ S _ 54 S

4 4
Como B es una funcién coéncava, el punto critico es el tinico maximizador global.

un tnico punto critico en x*(S)

S S
Finalmente, p*(S) = 200 — 3 (25 + 4> =125 — 32.

Como se puede ver, la cantidad producida ha aumentado y los precios han disminuido, cualquiera
que sea el valor de S > 0.
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Dada la funcién f(z) = 2% Inz, se pide:

(a) (8 puntos) Calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y limites en 07 y en co de la

funcién f.

(b) (7 puntos) Discutir, segin los valores de b > 0, si f alcanza su maximo y/o minimo global en el

intervalo (0, b].
Sugerencia: dibujar la grafica de f.

Solucién:

(a)

Calculemos la derivadas primera y de esta funcion.
! 2 1
fi(z)=2xlnzx+2°(=) =z2nz +1).
x
Como el dominio de dicha funcién es (0, 00), se deduce que:
f es creciente si 2lnz +1 >0 <= Inx > —% = x> 6_1/2; y

f es decreciente si 2lnz+ 1 <0 <= lnz < —% = 0<z<e V2

Por tanto, z = e~1/2 es el tinico minimizador global en (0, c0).
. . onx . 1 Ve
Por otro lado, m%+f(m) = xE?(IﬁW = — =[aplicando L’Hopital]= = x%+ Y 0; por

ultimo: lim f(x) = oo
Tr—>r00

La grafica de la funcion serd, aproximadamente, asi:

f(zr)=2?Inx
_1
e 2
0.0 1 !
0.0 | 1
LT

Por tanto, se observa claramente que:
i) si 0 < b < e /2 la funcién es decreciente en el intervalo (0, b).

Por tanto, alcanza alcanza su minimo global en b, pero no su maximo global.

ii) si e /2 < b < 1, la funcién es decreciente en el intervalo (0,e~'/?] y creciente en el intervalo

[e=1/2b], pero como b < 1, se cumple que f(b) < f(1) = 0, luego f no alcanza su maximo global en
(0,b], pues lim f(z)=0.
z—07F

Obviamente, el minimo global se alcanza en z = e~ /2,

iii) si 1 < b, la funcién es decreciente en el intervalo (0,e~/?] y creciente en el intervalo [e~1/2,b],

y como 1 < b, se cumple que 0 = f(1) < f(b), luego f alcanza su maximo global en x = b, pues
lim f(xz)=0.

z—0t

Obviamente, el minimo global se alcanza en z = e~ /2,



