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Matematicas Avanzadas para la Economia
Examen Final, 19 de junio de 2017 RESUELTO

Encuentre la solucién de la siguiente ecuacion en diferencias con condiciones iniciales

3 3
Tipo + xpqp1 — 6y = 4t, o = _Z’ T = _Z'

Solucidn:

La ecuacién caracteristica es 2 +r — 6 = 0, cuyas raices son 2 y —3. Por tanto, la solucién general de
la ecuacion homogénea es
h t .
Ty = C2" + 02(—3)

Dado que 1 no es solucién de de ecuacién caracteristica, una solucién particular tiene la forma zf =
At + B. Substituyendo ¥ en la ecuacién encontramos los valores A = —1y B = —%. Luego la solucién
general es
3
xf = (012" + 02(—3)t —t— T
Los valores de la soluciéon buscada en t =0 y ¢ = 1 permiten obtener el par de ecuaciones lineales
3 3
__ = C + C _ _
4 ! 4
3 3
—— = 201 -3Cy—1—~
4 oo 4
cuya solucion es Cy = %, Cy = —%. Por tanto, la solucién es
1 1 3
=2t — —(=3) -t -,
n=52 = 5(=3) 1
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Se considera la matriz

3 01
A=1 0 % a
0 0 b

donde a,b € R.

(a) (10 puntos) Determine todos los valores de los pardmetros a y b para los que la matriz A es
diagonalizable.

(b) (10 puntos) Para aquellos valores de los pardmetros a y b para los que la matriz A es diagonalizable,
escriba su forma diagonal y la matriz de paso.

Solucién:

(a) Los valores propios de A son % y b. Cuando b = %, el valor propio % tiene multiplicidad 3. Dado

que el rango de A — %I es 1, la matriz no es diagonalizable. Cuando b # %, el valor propio % tiene
multiplicidad 2. La matriz A — %I es

0
A—%I: 0
0

o O O

que tiene rango 1, luego A es diagonalizable.

(b) Sea b # 1. Se tiene que S(1) = ((1,0,0), (0,1,0)) y S(b) = <<*%b — 1)> La matriz diagonal
2 2
SH]

D =

o OwiE
SO O

y la matriz de paso a la forma diagonal es

p=|01 —@




Se considera el siguiente sistema de ecuaciones en diferencias

x
T+l = gt + 2 + 2
Y1 = % +az +1
241 = bz

cona,beRyb;él,b;é%.
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(a) (5 puntos) Determine el punto de equilibrio del sistema de ecuaciones en diferencias.

(b) (10 puntos) Halle la solucién general del sistema de ecuaciones en diferencias.

(c) (5 puntos) Determine los valores de a,b para los que el sistema es globalmente asintéticamente
estable. Para aquellos valores de a, b para los que el sistema de ecuaciones en diferencias es global-
mente asintoticamente estable, halle el limite de las trayectorias solucién cuando t — co.

Solucion:

(a) El punto de equilibrio es
¥ = (4,2,0)

. La matriz asociada al sistema de ecuaciones en diferencias es la matriz A del ejercicio anterior,

con b # %, luego A es diagonalizable. La solucién general es

Tt 1\ 1 1\! 0 T 4
Yt =C1 <2> 0 + o <2> 1 + Cgbt _%—b + 2
2t 0 0 2 0

. El sistema de ecuaciones en diferencias es globalmente asintoticamente estable para los valores de

b satisfaciendo |b| < 1. Para estos valores de b, tenemos

It 4

lim | o5 | =1 2
t—o0
Zt 0
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Encuentre un factor integrante de la ecuacién diferencial
(xt? — 2®)dt + (2%t — t3)dzx = 0

v halle la solucién general.

Solucién:
Sean P = zt? — 2% y Q = 2%t — t3. La ecuacién no es exacta, ya que ‘?9—1; =2 322 #£ 2% - 3t? = %—?. El
cociente

P02 (2327 — (2232 42 —2?) 4

Q 22t — 13 Cot(a?—t12) ot
es independiente de x, luego un factor integrante es de la forma u(t) = exp ([ —4dt) = %4. Multiplicando

¢
la ecuacion original por %4, se convierte en exacta. Sea

t? —a° 1.
V(t,z)= / (xtf?) dt = x/t_2dt — a3 /t—4dt = —xt '+ gx%—?’ + ().

: oV _ x%t—13
Al imponer 5= = *3

, tenemos
luego f'(x) =0 y podemos escoger f(x) = 0. La solucién general es

1
—xt! + §x3t_3 =C, C constant.
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(a) (5 puntos) Halle la solucién general de la ecuacién diferencial
g’ — 1’ — 6z =8 — 2t — 6t

(b) (5 puntos) Halle la solucién x(t) de la ecuacién diferencial anterior que satisface las condiciones
iniciales

Solucidn:

(a) La ecuacién caracteristica es r?

de la ecuacion homogénea es

—1r —6 =0, cuyas raices son —2 y 3. Por tanto, la solucién general

2"(t) = cre™ + coe

Buscamos una solucién particular de la forma
y(t) = At> + Bt + C.
Luego debe ser

y'(t) = 2At+ B
y'(t) = 24
' —y —6y = 24—2At— B—6At> — 6Bt — 6C

y obtenemos tres ecuaciones: 24— B—6C =8, —2A—6B = —2y —6A = —6. Resolviendo, tenemos
A=1, B=0y C = —1. Por tanto, la solucién general es

29(t) = cre 2 4 cpedt 412 — 1.

(b) Observamos que
#9(t) = —2c1e7 2 + 3epe3 4 2t

Al substituir los valores x9(0) =5 y #9(0) = —2 en la solucién general, tenemos el sistema

ci1+eca—1 =5
—2c1 4+ 3¢ = -2

con soluciones ¢; = 4 y cg = 2. Por tanto, la funcién buscada es

z(t) =4de 2 4 2e3 442 —1



Se considera la ecuacién diferencial auténoma

donde F(z) = (x4 3)(2 — z)(x — 5).
(a) (10 puntos) Determine y clasifique los puntos de equilibrio.

(b) (5 puntos) Sea x(t) la solucién del siguiente problema con valor inicial
' = F(z), z(0)=-5
1. Justifique si z(t) es creciente o decreciente.
2. Calcule limy_, o0 z(t) y limy—, o ().
3. Haga un esbozo de la gréfica de z(t).
(c) (5 puntos) Sea x(t) la solucién del siguiente problema con valor inicial
v =F(z), z(0)=0
1. Justifique si z(t) es creciente o decreciente.
2. Calcule limy o0 z(t) y limy— o0 ().
3. Haga un esbozo de la gréfica de x(t).

(d) (5 puntos) Sea z(t) la solucién del siguiente problema con valor inicial
¥ =F(x), z(0)=5
1. Justifique si z(t) es creciente o decreciente.

2. Calcule limy_yo0 z(t) y limy—, o ().
3. Haga un esbozo de la grafica de x(t).

Pagina 6 de 6

(e) (5 puntos) Sea z(t) = 3—t2. Discuta si esta funcién podria ser o no solucién del siguiente problema

con valor inicial

Solucion:

(a) Los puntos de equilibirio son —3 (l.a.e.), 2 (inestable) y 5 (La.e.).

(b)

—_

. x(t) es creciente.

[\)

im0 2(t) = =3 y limyy oo 2(t) = —00.

(¢) 1. z(t) is decreciente.

2. limy o0 x(t) = =3 y limy—, o z(t) = 2.

(d) 1. z(t) = 5 para todos los valores de t.
2. limyyo0 2(t) = limy—, oo 2(t) = 5.
3.

(e) z(t) = 3 — t? no puede ser solucién, dado que cualquier solucién con 2 < z(0) < 5 debe ser

creciente, pero 3 — t? es decreciente.



