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Temas de Matematicas Avanzadas para la Economia

Final, 15 de enero de 2024 RESUELTO

(a) (5 puntos) Halle la solucién general de la ecuacién en diferencias homogriea

T2 — Tp41 — 21'15 =0.

(b) (5 puntos) Halle la solucién general de la ecuacién en diferencias no homognea

Ti42 — Tp41 — 2$t =1+ 2t.

(¢) (5 puntos) Halle la solucién del problema de valores iniciales

Tipo — Tpp1 — 2z = 1+ 2°, x0=0, x1 =2.

Solucién:

(a)

(b)

La ecuacién caracteristica es 72> —r — 2 = 0, con soluciones —1 y 2, luego la solucién general de la ecuacién es
C1(—1)" + Cy2".

Una solucién particular es de la forma A + Bt2¢, ya que 2 es raiz de la ecuacién caracteristica, pero 1 no lo
es. Debe cumplirse la ecuacién en diferencias dada, luego

A+ B(t+2)2""2 — A— B(t + 1)2"t! — 2(A + Bt2") =1 + 2"

Se obtienen las ecuaciones: 0 = 0 del término 2!, 8B — 2B = 1 del término 2¢, y A — A — 2A = 1 del término
independiente. La solucién particular es por tanto —% + %tQt. Sumando ésta a la general de la homogénea del
apartado anterior, la solucién general de la completa es
t "R SR P
Ty — Cl(—].) + 022 — — + —=t2°.
2 6

Hay que resolver las ecuaciones para C7 y Cy que se obtienen al imponer que la solucién general de la completa
satisfaga los datos iniciales:

1
0::1)0:014-02—5
1 1
Q=g = — 20y — = + =
I Cl + CQ 9 + 3
Al sumarlas se elimina C', obteniendo Cy = % y, por tanto, C; = —%.
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Se considera la matriz

—a° 3 2
A= o & 1 |,
0 0 —a?

donde a es un parametro.

(a) (5 puntos) Calcule los valores propios de A. jPara qué valores del pardmetro a es la matriz A diagonalizable?

(b) (5 puntos) Para los valores de a determinados en el apartado (a) anterior, halle una matriz D y una matriz

inversible P tales que P™'AP = D.

Solucion:

(a) Los valores propios de A son los elementos diagonales, ya que la matriz es triangular: A\; = —a? doble y Ay = 2

simple. Notar que A\ # Ay para todo valor de a.

La matriz A serd diagonalizable si y sélo si el rango de la matriz (A — (—a®I)3) = (A + a®I3) es 1. La matriz

A—|—a213 =

o O O
S = N

3
1 2
§+a
0

2

tiene rango 1 sii 3
& % +a% 1

’ =3 —2(5 +a?) =0, es decir, sii a® = 1.
Luego, A es diagonalizable sii a® = 1.

Tomamos a? = 1.

S(—a?) = S(-1):
0 3 2 T 0
0 3 1 y |=10
0 0 O z 0
Soluciones: (z, —%z, z). Podemos tomar los vectores propios (1,0,0) y (0, —%, 1)
S(2):
-3 3 2 x 0
0o 0 1 vy | =1 o
0o o -3 z 0

Soluciones: (2y,y,0). Podemos tomar el vector propio (2, 1,0).
Tomando como matriz P

1 0
0 —
0 1

Wi
S = N

la matriz diagonal es

Il

o

|

—
v O O



Pégina 3 de 6

Se considera el siguiente sistema lineal de ecuaciones en diferencias:

2

Ti+1 —a® 3 2 Ty 0
Y1 | = 0 3 1 ye |+ 1],
Zt+1 0 0 —a2 Zt 0

donde a es un parametro. Observar que la matriz del sistema es la matriz A estudiada en el Problema 2.

(a) (5 puntos) Encontrar los puntos de equilibrio o estacionarios del sistema. Para los valores de a para los que
la matriz del sistema es diagonalizable (estos valores se han determinado en el Problema 2 anterior), estudiar
si el punto de equilibrio es asintéticamente estable.

(b) (5 puntos) Para los valores de a para los que la matriz del sistema es diagonalizable (estos valores se han
determinado en el Problema 2 anterior), hallar la solucién general del sistema.

Solucion:

(a) Conviene resolver el sistema
2

r = —a‘x +3y +2z
y = +3Y +z +1
z = —CL2Z
comenzando por la tltima ecuacién, obteniendo z = 0 de la tercera, y = 2 de la segunda y * = —a’z + 6 en

la primera ecuacién, es decir, x = H%' El punto de equilibrio es entonces (1-1-%’ 2,0). Hemos visto en el
Problema 2 que la matriz del sistema es diagonalizable sii a> = 1. Los valores propios en este caso son —1
doble y % simple y el punto de equilibrio, (3,2,0). No es asintéticamente estable, ya que no todos los valores
propios son menores que 1 en valor absoluto; sin embargo, si que es un punto de silla, ya que unos de los
valores propios es menor que 1 en valor absoluto.

(b) Hemos encontrado los valores y vectores propios de la matriz A en el Problema 2 cuando ésta es diagonalizable
(a® = 1), lo que nos permite escribir la solucién general en la forma

Tt 1 0 2 3
Yt = Cl(—l)t 0 +02(_1)t —% +032t 1 +
2t 0 1 0 0

[\]
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Se considera la EDO
2 + 2% =1,

(a) (5 puntos) Encontrar la solucién general.

(b) (5 puntos) Encontrar la solucién del problema de valores iniciales
32 f2t’r =1, z(-1)=2

;, Cudl es el intervalo de definicién de la solucién?

Solucion:

The general solution is
Inft| ¢
22

The solution of the initial value problem
32 +2t%r =1, z(-1)=2

is

In(—t) 2
2 T

the domain of definition is (—o0,0).



(a) (5 puntos) Encontrar la solucién general de la EDO
2" +62'+92=0

(b) (5 puntos) Encontrar la solucién general de la EDO
2" 4+ 62’ + 9z = 63"

(¢) (5 puntos) Econtrar la solucién del problema de valores iniciales

2" + 62" + 9z = 6e 3,
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Solucién:
The general solution of " + 62’ 4+ 9z = 6e73 is
Ae™3 + Be 3t 4+ 373142

For the given initial conditions, the solution is
e (3t + 2t + 1)
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Se considera el siguiente sistema de EDOs:

/

{x’ = w2y—%—25y+%
Yy o= wy—4y

(a) (5 puntos) Halles los puntos estacionarios o de equilibrio.

(b) (5 puntos) Estudie la estabilidad de los puntos de equilibrio.

Solucién:

The stationary points are the solutions of the following system of equations

0 x2y7%725y+%§
0 = zy—4y

The second equation may be written as y(x — 4) = 0. The solutions are = 4 and y = 0.Plugging this into the

first equation we obtain the stationary points are (—5,0), (5,0) and (4, %6) The Jacobian matrix of the system is

_ 2zy—3 2% — 25
S = (B 7E w7
We see that

5
o J(—5,0) = ( 8 9 ) The eigenvalues are —9, 2 and (—5,0) is unstable. It is a saddle point.

. The eigenvalues are —%, 1 and (5,0) is unstable. It is a saddle point.

o J (4, i) < 10% -9 > The eigenvalues are :i:% and (4, %6) is a lL.a.s. It is a spiral point.



