Soluciones Examen Final de Econometria
Universidad Carlos I1I de Madrid
26 de Mayo de 2015

Conteste todas las preguntas en dos horas y media.

Pregunta 1 (33 puntos): Un investigador estd considerando las siguientes dos especificaciones
alternativas para estimar la relacion entre una variable X y una vartable Y,

logV" = )+ fylog X +U (1)
Y
log ¥ = @™ + azlog X +V, (2)

donde las letras griegas se refieren a pardmetros y X e Y son dos variables para las que
disponemos de una muestra aleatoria de tamano n.

a. (4 puntos) Determine si (2) puede expresarse como una version restringida del modelo
(1)-

(2) we puede reescribir como
logY =a;+ (ag+1)log X +V

que es una version reparametrizada de (1) con ; = a3 y 85 = s+ 1, y por tanto NO
una version restringida, ya que no impone ninguna restriccién en los valores de 3, o (5.

b. (7 puntos) Utilizando las mismas n observaciones de las variables Y y X, se ajustan
los dos modelos por minimos cuadrados ordinarios (MCO). Los ajustes son

@ = Bl + 32 log X (3)
/? ) A
log ¥ = Mt log X, (4)

donde las letras griegas con tilde son los valores estimados por minimos cuadrados
ordinarios. Utilizando las expresiones para los estimadores MCO, exprese B en tér-
minos de Q.

Definiendo
y = logV
r = logX
z = logzzy—x,
X
se obtiene

by = > (zi —T) (21— 2) _ Yo (i —7) (yi — 2 — [y — 7))
> (2 —7)° S (z; — 7)°
Ylwi—2)(yi—y) Y-z

S (xi— )’ do(wi—Z




c. (4 puntos) Exprese Bl en términos de Q.

La expresién es equivalente a § — x = 2, donde

z = d1—|—OAé233
= 61"‘(52_1)55
B+ B —x
= 9.

e. (3 puntos) Demuestre que los residuos de (3) son idénticos a los de (4).

V = 22—z
= (3514‘&213-((?]-]3)
= Bl+<82_1>x_(y_x)
Bl"‘Bﬂ_’y
= y—y="U.

f. (3 puntos) Demuestre que los errores estdndar de [32 y Qo son idénticos.

() [y Sy
o (%) \/zm—x)? \/zm—xf < ()

g. (4 puntos) Determine la relacion entre el estadistico t utilizando BQ y el estadistico t
utilizando Guy.
El estadistico ¢t para Hy : 5 =0 es
/32 &2 + 1
tBQ — = g ’ — t@2+1
se <ﬁ2> s.e. ()

que corresponde al estadistico ¢ para la hipétesis equivalente Hy : as + 1 = 0.

h. (3 puntos) FEzplique de forma razonada si el R* seria el mismo en los dos ajustes.
Los R? seran diferentes porque el R? mide la proporcién de la varianza de la variable
dependiente explicada por la regresién, y las variables dependientes son diferentes en
cada regresion.



PREGUNTA 2 (33 puntos): Se estd llevando a cabo un estudio econométrico sobre la difer-
encia entre los salarios de hombres y mujeres controlando por las variables determinantes
del salario. La muestra consiste en 526 empleados, de los cuales 252 son mujeres. La
muestra contiene informacion sobre las siguientes variables.

W = Salario en délares por hora.

S = Numero de anos de educaciéon formal completados.
A = Edad en anos.

T = Antigiiedad en la empresa en anos.

F = 1siel individuo es mujer y 0 en otro caso.

Se propone el siguiente modelo

InW = B+ 8,8+ BsA+ ByA* + BT + B (S - T) + B, F + Bs(F - S) (5)
+59(F'A>+510(F‘A2)+ﬁ11(F'T)+512(F'S'T)+U7

donde las letras griegas denotan pardmetros desconocidos, y U es el término de error.
Se supone que se satisfacen todos los supuestos cldsicos del modelo de regresion maltiple,
wncluyendo el de homocedasticidad. La muestra observada proporciona el siquiente ajuste
(errores estandar de cada estimador en paréntesis),

—

InW = —0.5667 +0.05937 S + 0.07980 A — 0.00093 A% — 0.01057 T (6)
(0.2385) (0.01104) (0.01216) (0.00015) (0.01128)
+0.00227 (S - T') + 0.03593 F + 0.01684(F - S) — 0.03847 (F - A)
(0.00087) (0.3373) (0.01684) (0.01715)
+0.000422(F - AQ) + 0.01850(F - T') — 0.002107(F - S - T).
(0.000219) (0.02652) (0.002187)

La correspondiente suma de los residuos al cuadrado (SR) y la suma total de cuadrados
(ST) de las n=526 observaciones son

SR=> U?=8057y ST => (nW; —InW)* = 148.33.
=1 =1

a. (6 puntos) Utilice el ajuste para obtener los estimadores de minimos cuadrados ordi-
narios (MCO) de los coeficientes de S, A y T cuando solamente se utilizan las 274
observaciones correspondientes a los hombres. Haga lo mismo cuando solo se utilizan
las 252 observaciones correspondientes a las mujeres.

Para hombres (F' = 0) obtenemos

MW = —0.5667 4 0.05937 S + 0.07980 A — 0.00093 A2 — 0.01057 T
(0.2385) (0.01104) (0.01216) (0.00015) (0.01128)
+0.00227 (S - T)
(0.00087)

y los coeficientes son 32 = 0.05937 ,Bg = 0.07980, 35 = —0.01057, respectivamente, y



para mujeres (F' = 1)

W = (—0.5667 + 0.03593) + (0.05937 + 0.01684) S+ (0.07980 — 0.03847) A

(0.2385) (0.3373) (0.01104)  (0.01684) (0.01216)  (0.01715)

(0.00015) (0.000219) (0.01128)  (0.02652)

+ (—0.00093 + 0.000422> A? + (—0.01057 + 0.01850> T

+ (0.00227 — 0.002107) ST
(0.00087) (0.002187)

por lo que los coeficientes son, respectivamente,

By+Bs = 0.05937 4 0.01684 = 0.07621
Bs+ By = 0.07980 — 0.03847 = 0.041 33,
Bs+ B = —0.01057 + 0.01850 = 0.00793.

b. (9 puntos) Proporcione una expresion (férmula) del efecto parcial de A sobre In W
para los hombres, en términos de los pardmetros desconocidos, itmplicada por la ecuacion
(5). Haga lo mismo con las mujeres. Interprete las dos expresiones. Proporcione una
expresion para la hipdtesis nula (Hy) de que los efectos parciales de A sobre In W para
hombres y mujeres son idénticos. Proporcione también la expresion para la hipdte-
sis alternativa (Hy). Ezprese la ecuacidon de regresion restringida implicada por Hy.
La estimacion por MCO de la ecuacion restringida arroja un SR = 81.7242. Utilice
esta informacion, junto con la que se ha proporcionado en el enunciado del problema,
para calcular un estadistico del contraste, indicando cudl es su distribucion aproxi-
mada bajo la hipdtesis nula. FEstablezca una regla de decision, utilizando un nivel de
significacion del 5%, y la correspondiente conclusion sobre la inferencia del contraste.

Los efectos parciales de A son

OE [InW|S, A, T, male]

A = [3+26,A
OF InW|S, A, T, female
[ | IA f ] = 634’59"‘2(64‘*’510)14

que se interpretan de forma que 100 (55 + 25,A) % es el porcentaje esperado de cam-
bio en W cuando A cambia en una unidad, todo lo demads igual.

Las hipotesis son

Ho : fg=p1p=0
H, : Hj es falsa (o bien 4 0 §;, 0 los dos son # 0).

La regresién restringida es

W = B+ 3,5+ BsA+ B,4° 4+ BT + B (S - T) + BF + Bs(F - 5)
+B11(F-T)+ B15(F-S-T)+ U.



El estadistico de contraste es un estadistico de la F' bajo homocedasticidad para ¢ = 2

restricciones
Fo_ RSS,es — RSS,orn —k —1
RSSnor q
81.7242 — 80.57526 — 11 — 1
= = 3.681
80.57 2 3.6816

cuya distribucién asintética bajo la nula es x3/2, la cual proporciona un valor critico
al nivel de significacién del 5% igual a cvg 05 = 5.99/2 ~ 3. Por tanto, como F' > cvg gs,
rechazamos la hipétesis nula en favor de la conclusién de que los efectos marginales
de A son diferentes para hombres y mujeres.

c. (9 puntos) Exprese la restriccion sobre los parametros en (5) de que los efectos par-
ciales de S sobre InW y de T sobre InW son iguales para mujeres y hombres. Pro-
porcione una expresion de la ecuacion (5) imponiendo estas dos restricciones. La
estimacion por MCO de esta ecuacion restringida proporciona un SR = 80.8747.
Utilice esta informacion, junto con la que se ha proporcionado en el enunciado del
problema, para calcular un estadistico del contraste, indicando cudl es su distribucion
aprorimada bajo la hipdtesis nula. FEstablezca una regla de decision, utilizando un
nivel de significacion del 5%, y la correspondiente conclusion sobre la inferencia del
contraste.

Los efectos parciales de S son

OF InW|S, A, T, male]

B By + BT
OF InW|S, A, T, female
[ | S f ] = 52+58+(56+512)T

que se interpretan de forma que 100 (55 + B4T) % es el cambio porcentual esperado
en W cuando S cambia en una unidad, todo lo demads igual, y los efectos parciales de

T son
OF [InW|S, A, T, male
Ll T
OFE [InW|S, A, T, female
WIS AT Temale] g 4 By + (B + B) S

que se interpretan de forma que 100 (55 + 545) % es el cambio porcentual esperado
en IV cuando 7' cambia en una unidad, todo lo demés igual.

Para contrastar

OF InW|S, A, T, male] OF InW|S, A, T, female]
S B a8
Y
OE [InW|S, A, T,male]  OE[InWI|S,A,T, female]
oT B oT



las hipdtesis son

Hy : Pg=pP1a=PFu=0
H; : Hy es falsa (al menos uno de fg, 314, 51, son # 0).

y la regresion restringida es

W = By 4+ ByS+ Bod + BA? + 55T + B (S T) + foF
+Bg(F - A) + B1o(F - A*) + U.

El estadistico de contraste es un estadistico de la F' bajo homocedasticidad para ¢ = 3

restricciones
o RSS,es — RSS,orm —k —1
RS S0 q
80.8747 — 80.57526 — 11 — 1
B 80.57 3 = 0648
cuya distribucién asintética bajo la nula es x3/3, la cual proporciona un valor critico
al nivel de significacién del 5% igual a cvgos = 7.815/3 ~ 2.6. Por tanto, como

F < cvg o5, no podemos rechazar la hipétesis nula de que los efectos marginales son
iguales para hombres y mujeres al nivel designificacién del 5%.

d. (9 puntos) Exprese la restriccion sobre los parametros en (5) bajo la cual las ecua-
ciones de regresion de hombres y mujeres son idénticas; esto es, una restriccion bajo
la cual la media del logaritmo del salario de las mugjeres y la de los hombres para unos
valores de S, A y T cualesquiera son idénticas. Proporcione una expresion para la
hipdtesis nula (Hy) de la restriccion mencionada y para la alternativa (Hy). Escriba
la ecuacion (5) imponiendo la restriccion en Hy. La estimacion de esta ecuacion re-
ducida produce un SR = 93.1805. Utilice esta informacion, junto con la que se ha
proporcionado en el enunciado del problema, para calcular un estadistico del contraste,
idicando cudl es su distribucion aprorimada bajo la hipdtesis nula. Fstablezca una
regla de decision, utilizando un nivel de significacion del 5%, y la correspondiente
conclusion sobre la inferencia del contraste.

Las hipétesis son

Ho @ By=Pg=PFg=Pr=Fu=0Fn=0
H, : Hj es falsa (al menos uno de (;, fs, g, B10, 811, 512 €8 # 0).

y la regresion restringida es
W = 5 + 355 + B3 A + By A> + 3T + B4 (S - T) + U.

El estadistico de contraste es un estadistico de la F' bajo homocedasticidad para ¢ = 6

restricciones
o RSS,es — RSS,orn —k —1
B RSSnor q
_ 93.1805 — 80.57526 — 11 — 1 — 13.408,
80.57 6

6



cuya distribucién asintética bajo la nula es x2/6, la cual proporciona un valor critico
al nivel de significacién del 5% igual a cvgs = 12.592/6 = 2.099. Por tanto, como
F > cvg 5, rechazamos la hipdtesis nula de que las funciones de regresién son iguales
para hombres y mujeres, por lo que concluimos que deben de diferir en al menos un
coeficiente.

PREGUNTA 3 (34 puntos): Considere un modelo econométrico donde dos variables X e Y
se determinan conjuntamente en el modelo

Y = 51+52X+53Z+U (7)
X = Oél—i‘CYQY—f-‘/, (8)

Las letras griegas denotan pardmetros desconocidos, U y V' son los errores del modelo con
media cero, incorrelados entre ellos, y Z es una variable exdgena, independiente de los
errores.

a. (4 puntos) Ezplique, de forma razonada, si B4 y o estdn identificados bajo la infor-
macion proporcionada en el enunciado.
B5 no estd identificada porque no hay instrumentos disponibles para la primera
ecuacion (es decir, no hay regresores exégenos omitidos en (7) que aparezcan en
(8))-
ay estd identificada por que podemos usar Z como instrumento en la ecuacién (8), ya
que es independiente de V' (exdégeno) y correlado (relevante) con Y si #5 # 0.

b. (12 puntos) Demostrar que el estimador MCO de oy en la ecuacion (8) es en gen-
eral asintéticamente sesgado. ;Cudl seria la conclusion si By = 07 ;Cudl seria su
conclusion si ayf3y =17
Tenemos que

oo _ L (Yi=V)(XNi-X) Y M-Y)X

042 - -

Sy-v) Y w-v)

y sustituyendo (8) encontramos que

aMco  _ Y (Yi—Y) (a4 Y + Vi) Z(YQ—Y)K+Z(K—Y)X/¢

2 = 12 = Q2 2 2
> (Yi-Y) XYi=Y) X M-Y)
Yi-Y)Vi
= ap+ -
(65) Z(K_Y)Q
por lo que
plimdéwco = Ozg—l—plimz(yi_y)vi

S (vi-1)°

plim L3 (= ¥) (Vi— V)
plim%z (Y; - }7)2

Cov(Y,V) By  Var(V)

= mt—— =0+t

Var(Y) 2T — By Var(Y)

= a2+

7



ya que resolviendo el sistema y despejando Y encontramos

1
Y= ——— Z+U \%4
1_a262(51+a162+63 +U +3,V)
y por tanto
B
Cou(Y, V)= ———Var(V
(YV,V) = =g Var(V)

porque U, V' y Z estéan incorrelados. Por tanto, el estimador MCO de as estd en
general sesgado y es inconsistente.

Si B, = 0, entonces X no depende de Y, no hay simultaneidad y el estimador MCO
es un estimador consistente (el sesgo se hace cero).

Si a3, = 1 las rectas son paralelas en el plano {X,Y} y no se cruzan. La ecuacién
de forma reducida no estd definida

c. (5 puntos) Ezxplique de forma razonada si existe algin instrumento vdlido para esti-
mar as. St su respuesta es positiva, demuestre que el correspondiente estimador de
variables instrumentales (VI) es consistente.
oy estd identificada por que la variable exégena Z estd omitida en la ecuacion (8), y
por tanto se puede usar como instrumento ya que es independiente de V' (es exégena).
Como estd presente en la ecuacion (7) esté correlada con Y (es relevante) si 55 # 0.

VI _ Z(Zi_Z) (Xi

o3

) y(z-29)x

"S- 0 V) TZ-70 -7

y sustituyendo la ecuacién (8),

avi o _ Z(Zi_Z) (6711+0é2Yi7+ Vi) — Z(Zii_ Z)Yz‘ L Z(Zii_ Z)V; _
2 ST S -0 -1 SZ-H -7
Sz
S G- -7
por lo que
s AV : Z(Zi_Z)Vi
pliméay” = g+ plim > (Z'i — Z) (Y; — }_/)
plimi>(Z, - 2)V;
T m Iy (Z - 2) (Y, V)
s Cov(Z,V) .
— P Cov(zy) P
porque Cov(Z,V) =0y Cov(Z,Y) # 0 si 5, # 0 ya que
Cov(Z,Y) = %VQT(Z),

y el estimador de Variables Instrumentales es consistente.



d. (7 puntos) Demostrar que el estimador de minimos cuadrados en dos etapas (MC2E)
de «g es idéntico al estimador VI en c. Recuerde que el estimador MC2FE es el
estimador MCO de ay en el modelo (8) donde Y es sustituida por sus valores predichos
(ajustados) por MCO en la ecuacion de forma reducida

Y=y +72+W,

~MC2E

donde W es un término de error (las letras griegas siguen siendo pardmetros).
2

CE(Y) =X (V) (6 -X)
SE-v) S -v) =)

> (Y; — ?) (Yi — }7) ya que las propiedades del ajuste MCO
implican que ) (Yfl — ?) <Y; — ffl) = 0, donde

porque » (}A/; — ?)2

~

Y =9 +%72
se ajusta por MCO. Por tanto,
Gucr _ 2 ([% +92Zi] — [ + 72Z~]> (X, — X)

5 (B +922) = Ba +3:21) (v ¥)

_ Yo (Zi — Z) (X; — X)
323 (2= 2) (Vi Y)

S D(X-X)
S@-2)v-v) "

y concluimos que

)
déWCZE

es equivalente al estimador de VI, y por tanto, es consistente.

e. (6 puntos) Suponga que oy = 0. Determinar si X / Y es un estimador consistente de
as. Justifique su respuesta.
Tenemos que

<[ 3=

CYQY—FV +‘7
—_— = Y e
% 2 9

por lo que

‘_/
plim7:a2+plimr—a

B plim V B
Y

2 plimY “
ya que plimV = E[V] = 0 (una media muestral de variables iid con esperanza cero),
mientras que
_ 1 _ _ _
plimY = T ol (81 + 1By + Baplim Z + plim U + Byplim V)
— aaf3,
1

1= o, (B + 1By + Bapiy)



demuestra que plim Y existe y en general no serd cero. Por lo tanto, el estimador es
consistente.
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