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MODELO 1.

1. Dadalafuncion g(x) = [In(x — 2)|.Se pide:
a) Representar lagréficadeg, utilizando lagraficadeIn(x — 2), y determinar el dominioy la
imagen de g.
b) Consideremos g(x) restringida al intervalo donde es decreciente. Hallar su inversa.
Sugerenciapara d) y b): no es necesario derivar.
1 punto

a) A partir delagraficade f(x) = In(x — 2), se observa que:
1) lagréfica de g(x) coincide con lagréfica de f(x) cuando esta Gltima es positiva o se anula, es
decir, cuando x > 3,
2) lagréficade g(x) se obtiene a partir de una reflexion respecto al e horizontal de la gréficade
f(x) cuando
esta Ultima es negativa, es decir, cuando 2 < x < 3.
Por lo tanto, la gréfica de g(x) tiene una forma aproximadamente asi:

. Del dibujo anterior se deduce que el dominio de f(x) coincide con el de g(x), esto es (2,x).
Respecto alaimagen, como laimagen de f(x) = In(x — 2) estodalarectarea,
laimagen de g(x) = [f(x)| serd el intervalo [0, ).

b) Como se puede apreciar por la grafica de g(x), estafuncion es decreciente en el intervalo
(2,3], dondeg(x) = — In(x— 2).

Ahora, considerando g : (2,3] — [0,), g esbiyectiva, asi quey = g1(x), gt : [0,00) — (2,3]
cumplirdque g(y) = g(g~*(x)) = X, o equivalentemente

—-In(y — 2) = x, o equivalentementey — 2 = e, o equivalentementeg(x) =y = 2+ e



2. Sealafuncion f(x) = Z—. Sepide:

a) Hallar losintervalos de crecimiento / decrecimiento def, asi como sus extremos locales y/o

lobales.

b) ° Hallar los interval os de concavidad / convexidad de f, asi como sus puntos de inflexion.

c) Consideramosen R? el orden de Pareto definido por (Xo,Yo) <p (X1,Y1) © Xo < X1, Yo < V1.
Hallar, si los hay, los puntos maximalesy minimales, el maximo y el minimo del conjunto
A=A{Xxy) 3 =sy=fx),0=<x}.

1'5 puntos

! 2.1-2x2 1-x2 :
a) Comof'(x) = X(x+2+1)§ = (X2+X1)2 , Se cumple que:

1)f'(x) > Ocuando-1 < x < 1 = fescrecienteen [-1,1].

2)f'(x) < Ocuandox < -10x > 1 = f esdecreciente en (—oo,—1] y en [1,0).

Por lo tanto, f alcanza un minimo local enx = -1y un maximo local enx = 1.
Ademas, como f(-1) = -1, f esdecreciente en (—o,—1], f escrecienteen[-1,1], y
f(x) > 0 cuando x > 0, se cumple que x = —1 es un minimizador global.
Igualmente, como f(1) = 1, f escrecienteen [-1,1], f esdecrecienteen [1,o), y

f(x) < O cuando x < 0, secumple que x = 1 esun maximizador global.
_ 2 2_(1_x2 2 _ 2 _ _y2 _ 2 _y2 _ _v2
b) Como f" (X) _ 2X(X+1)“=(1-x)AX(1+x2) =2X(X“+D)—-4x(1-x*) =2X(X“+1+2(1-x“)) —2X(—x“+3)

+1)* (x2+1)3 (x2+1)3 I

se cumple que:

1) f"(x) > Ocuando x € (—/3,0) U (/3,2), 0 sea, cuando f es convexa.

2)f"(x) < Ocuando x € (—o0,—+/3) U (0,43), 0 sea, cuando f es concava.

Por lo tanto, los puntos deinflexion son x = —/3,x = 0,x = V3.

¢) Si queremos hallar los puntos de corte de lagréficadey = f(x) conlosdelarectay = %,
obtenemos o siguiente:
X_ - X o [x=00Sx%0x2+1=3]=[x=0x=-/2,x=,2].

x2+1 3

Por lo tanto, secumpleque A = {(x,y) : 5 <y <f(x),0<x< J2}, teniendo en cuenta que:

1)x > 2 = f(x) < % (pues, por gemplo, f(3) = 2 < &

10 3

2)0<x< 2 = % < f(x) (pues, por gemplo, 1 < f(1) = 3).
Luego el conjunto A, comprendido entre lasrectas verticalesx = 0y x = /2, tiendraesta

forma:
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Por o tanto, teniendo en cuenta que f es creciente en [0, 1] y decreciente a partir dex = 1, se cumple
que:
1) maximales (A)={(x,y) : y = X2X+1 ,1 < x < 2}, luego no existe maximo.

2) {minimales (A)}={ minimo(A)}={ (0,0)}.




ex s x<-1
s —-1<x<0
s x>0
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3. Dadalafuncion definida por f(x)

a) Estudiar lacontinuidad def .
b) Estudiar laderivabilidad def .
1 punto

a) En primer lugar f no es continua en los puntos x=2, x=3, pues en dichos puntos se anula
el denominador delafracciony, por tanto, lafuncion f no esta definida.
V eamos que sucede en |os puntos x=-1,x=0.
1) Como lim f(x) = e = f(-1) =lim f(x), f escontinuaen el punto x = —1.
X—>—1" x>-1*
2) Como lim f(x) = 1 = f(0) =lim f(x),, f escontinuaen el punto x = 0.
x>0~ x->0*

Por lo tanto, f es continua en todos |os puntos excepto en los puntos 2, 3.

b) Por la parte anterior, f no es derivable en los puntos 2, 3.
Por otra parte, €l Unico punto, aparte de los anteriores, donde f podria ser no derivable esen
los puntosx = —1,x = 0.Veamos que sucede ahi.
D-f(-1) =lim f'(x) =lim (-%)ex = —e™
X->—1" X->—1"
(laprimeraidentidad anterior es cierta por ser f continua en dicho punto)
D.f(-1) = -2xe(enx = -1) = 2eL.
Por lo tanto, f no es derivable en el punto x = —1.
D_f(0) = —2xe**(enx = 0) = 0.

_1i / _1i -(2x5 _ 30 _ 5
D.f(0) =lim f'(x) _J(L ron 6 C5a6? — =

x-0"
(laprimeraidentidad siendo cierta por ser f continua en dicho punto)
Por lo tanto, f tampoco es derivable en el punto x = 0.
En definitiva, f es derivable en todos |os puntos excepto en -1,0, 2, 3.




4.

a)
b)
c)

Sea y = f(x) lafuncion definida de maneraimplicita mediante la ecuacion €Y + 2x = 3

en un entorno del punto (1,1). Se pide:

Hallar, mediantef '(1), larectatangente alagréficadef en el punto (1,1).

Hallar, mediante f " (1), el polinomio de Taylor de orden 2 de f centrado en el punto a = 1.

Dibujar aproximadamente la gréfica de f en un entorno del punto (1, 1), con lainformacion
obtenida en los apartados anteriores.

1,5 puntos

a) Derivando la ecuacién, se obtiene:

(1-yHeY + 2 = 0.Sustituyendo x=1,y=1, se obtiene:
A-y)+2=0=>y =1f'(1) =3.

Luego larectapedidaes:y— 1 = 3(x—1)

b) Derivando |a ecuacion obtenida en la parte a), se obtiene:

(~y")eY + (1-y')%e*Y = 0. Sustituyendo x=1,y=1, y'=3, se obtiene:
-y'"+4=0=y"=1"(1) = 4

Luego el polinomio pedido es: P(x) = 1+ 3(x— 1) + 2(x — 1)2.

¢) Como lafuncion f cumple:

Df1) =1

2) Larectatangente en dicho punto de lagréficaesy — 1 = 3(x— 1)

3) Lafuncion es convexa cercadel puntox = 1, puesf" (1) = 4

entonces, lagréafica de f en un entorno del punto (1,1) sera, aproximadamente, asi:

! (1, 1)




5.

a) Enunciar el teoremade Bolzano (de los ceros).

b) Discutir, segin los valores de C, cuando la ecuacion 6x° + e + C = 0 tiene a menos una
solucion, y si dicha solucion es Unica.
1 punto

a)

b) Definamos f(x) = 6x° + e + C, continua en todo punto. Entonces, como

lim f(x) = —0+ 0+ C = —o0, lim f(X) = 00+ 0+ C = 0,

X——00 X—00

basta elegir valores a,b que cumplan: f(a) < 0, f(b) > O.

Y ahora, por el teoremade los ceros, existe un valor ¢, a < ¢ < b, deformaque

f(c) =6c>+e*+C=0.

Hemos visto, por lo tanto, que existe una solucion a dicha ecuacion para cualquier valor de C.
V eamos a continuacion que dicha solucion es Unica. Para ello calculemos la derivada def.
f'(x) = 30x* + 2> > 0, paracuaquier x.

Luego lafuncién f es creciente y la solucion hallada anteriormente es Unica, pues una funcion
creciente solo puede cortar en un Unico punto alarecta horizontal y=0.



6. Sea C(x) = 100 + 20x + x? la funcién de costes de una empr esa monopolista, donde x > 0
es el numer o de unidades producidas de cierta mercancia, y cuya funcién inversa de

demanda (o precio por unidad) esp(x) = a— x, dondea > 10 esun parémetroreal que
determina la demanda maxima. Se pide:
a) Determinar la cantidad x que minimiza el coste medio (o por unidad).

b) Discutir, segiin los valores de a, la cantidad x que maximiza la funcién de beneficio.
Sugerencia: téngase en cuenta el dominio de dicha funcion.

c) Siaestal quelaproduccion x que minimizael coste medio coincide con la cantidad que
maximiza el beneficio, ¢cual es el beneficio por unidad correspondiente a dicha produccién?
1'5 puntos

a) Lafuncion de coste medio Crea(X) = =2 =

X

= 1% 4 20 + x es unafuncién convexa, pues
C" med(X) = ( Cf(x) )= 2)(;030’ luego el minimo se alcanzard en aquel punto donde se anule la
derivada, s dicho punto se encuentra dentro de su dominio, esdecir, en [0, a]. Esto es, cuando
Crea(® = (52) = -2 +1=0 = x = 10,

Por tanto, el coste medio minimo se alcanza con esa producci on.

b) Consideremos B(x) = (a— X)x — (100 + 20x + x2), como si su dominio fueratodo R.
Entonces, como B'(x) = a— 20 — 4x, B(x) escreciente en (—oo, 222 ] y decreciente en [ 22, 00).
Sin embargo, debemos tener en cuenta que el dominio con sentido econémico de B(x) es [0, a],
por lo que debemos considerar dos casos:

1) a‘TZO < 00, equivalentemente, a < 20. En este caso, el maximo de B(x) se alcanzara en el
punto x = 0,y no en a‘TZO, pues no tiene sentido una produccion negativa.

2) 0< a‘TZO < ao, equivalentemente, a > 20. En este caso, el maximo de B(x) se alcanzaraen
el puntox = &2

3) el casna < a‘T"'O esimposible. Si se dieraeste caso, el maximo se alcanzariaen x = ay no en
X = 220
4 k)

gue seria una produccion superior ala permitida, o sea, a.
Un dibujo de los casos 1) y 2) nos aclarara la situacion.
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¢) Produccion que minimiza el coste medio= 10. Produccidn que maximiza el beneficio= a‘Tzo
(cuando a > 20).

Piénsese que €l caso a < 20 podemos desecharlo, ya que entonces tendriamos que la produccion
gue maximiza el beneficio seria 0, que nunca podria ser igual a 10. Entonces, dichas producciones
coinciden cuando 10 = &2 < a = 60.

B(10)

L uego el beneficio por unidad correspondiente a dicha produccion sera
o~ = P(10) — Cea(10) = 50 — (10 + 20 + 10) = 10.



7. Dadaf(x) = /X, sepide:

a) Calcular aproximadamente, mediante |a ecuacion de larecta tangente a dicha funcién en el
punto de abscisaxo = 1, e valor de y1'1.

b) Hallar el &readel recinto que limitan la gréfica de f(x), larecta tangente calculada en la parte a)
y €l gje vertical (0 de ordenadas).
1 punto

a) Comof'(x) = ﬁ =>f'(1) = %; y, d ser f(1) = 1, resultaque

la ecuacion de la recta tangente ala grafica de dicha funcion en el punto (1,1) es:
y=1+3(x-1).

Por lo tanto f(1'1) es, aproximadamente (utilizando |a recta tangente) igual a
1++(1'1-1) = 1'05.

Como lafuncion f(x) = /X escdncava, |arectatangente queda por encima de la gréfica de f(x)

en todos |os puntos.
Por lo tanto, €l &rea del recinto cerrado ser&

Area=[ (1+ +(x~1) - JR)dx = [ (3 (x+ 1) - xZ)dk = [+ (x+1)2 - ZxF]§ =
=1-2-(2-0=2%

12 -
Lafigura es, aproximadamente, asi:

! (1,1)




x-1
Wyg() s

a) Calcular laexpresion algebraica de de todas las primitivas de f(x).

8. Dadaslasfuncionesf(x) = ,Se pide:

b) Derivar lafuncion Ax) = [ g(t)dt.

c) Consideralasfunciones F(x) = [f(t)dty G(x) = [g(t)dt, cuando 1 < x.

1 1
¢Cual de esas dos funciones, F(x) o G(x), es mayor?
Sugerenciaparab) y ¢): no se debe intentar calcular una primitiva de g(x).
1'5 puntos

a) [fogdx = [(x? - 1)(x+ 1)~ dx = (haciendo el cambio de variablex + 1 = t)=
= [[(t-D2 - 1t%dt = [(1? - 20t %t = [t dt—2[t7dt = 212 — 42 +C =
Y ahora, deshaciendo el cambio de variable, nos queda:

= Z(x+ 13 -4(x+ 13 +C

06D 4, (=1

Ix8+1 X2+1

;:) Puede comprobarse que g(t) es menor que f(t), pues el numerador de g(t) menor que el de
f(),
mientras que el denorginador de g(t) esmayor que el def(t), cuandot > 1. O, en otras palabras:
g(t) = 1 <2l e t-DJIFl < (2-1) /211,
Jt2 Jt+1
Y ahora, sumpllflcando en ambos miembros de ladesigualdad t — 1 > 0, esta Ultima se cumple
pues:

OD<Jt+1 < Jt2+1,0<1<t+1] = Jt+1 < (t+1)Jyt2+1.

Por lo tanto, como g(t) < f(t) cuando 1 < t < X, se cumple que:
X X

G(x) = [g(t)dt < [f(t)dt = F(x), cuando 1 < x.
1 1

b) A'(X) = g(x®).3x2 - g(x).1 =




