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Capitulo 3: Ecuaciones Diferenciales

1. INTRODUCCION. DEFINICIONES Y CLASIFICACION

En este tema consideramos funciones x : R — R o vectores de funciones x : R — R"™ descritas por
ecuaciones de la forma

d
Sa(t) = £(t,2()

y posiblemente que satisfacen una condicién inicial del tipo z(ty) = xo.

Objetivos:
1. Determinar z(t) en forma cerrada;
2. estudiar las propiedades cualitativas de z(t) (estabilidad);
3. analizar modelos econémicos que se plantean mediante ecuaciones diferenciales.

Notacion:
= 7 es la funcion incognita y ¢ la variable independiente;
d d
- all) = d_f,x'(t), o, i(t), &, 2O (t), 2.

dk
» Derivadas de orden superior: wm(t) = 2™ (t). Special case k = 2, ", &, =?.

d
» Pueden considerarse otros nombres para las variables, e.g. d—y(m), y'(z).
x

Definicién 1.1. Una Ecuacién Diferencial Ordinaria (EDO) escalar de orden k es una ecuacién de
la forma

(1.1) (1) = f(t,z(t), 2V (@), ..., 2%V (@)).

Observar que k es la derivada de orden superior que aparece en la ecuacion.

Definicién 1.2. Un sistema de EDOs de primer orden es un sistema de ecuaciones de la forma
(1.2) (1) = £(t,x(2)),

donde x = (z1,...,2,), f=(f1,.. ., fu), 2 : R— R, fi :R"™ — R i=1,...,n.

Definicién 1.3. Un poblema de valores inciales o problema de Cauchy para un sistema de primer
orden esté formado por el sistema de EDOs (1.2) junto con una condicién inicial x(tg) = Xo.

Definicién 1.4. Un problema de valores iniciales o problema de Cauchy para una EDO de orden &
consiste en resolver (1.1) junto con las condiciones

Jf(t()) = 2o, ZE,(to) = T1,... ,IE(k_l)(to) = Tp—_1,

donde (to, zo, x1,...,2x) € D.

Por ejemplo,
t=tsenz, xz(0)=m
es un problema de Cauchy, asi como
P=c" —tx, x(1)=2, i(l)=—-1.
Bajo condiciones adecuadas, un problema de Cauchy admite una tnica solucién.

Definicién 1.5.

» La EDO (1.2) es lineal si para cada t fijo, la aplicacién x — f(¢,x) es lineal.
» La ODE (1.2) es auténoma si f es independiente de ¢.
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2. METODOS ELEMENTALES DE INTEGRACION

Estudiamos algunos casos particulares en los que la ecuacion escalar de primer orden

(2.1) #(t) = f(t,z(t))

puede resolverse explicitamente.

El caso mas simple es cuando f es independiente de x,
z(t) = f(t), tel=1Ja,b] CR.

Determinar z(t) consiste en integrar f. El Teorema Fundamental del Célculo Integral afirma que

z(t) = C’—i—/tf(s) ds,

con C' una constante. La solucién que pasa por (a,xg), es decir, que cumple z(a) = ¢, se determina
tomando la constante C' = z(. Incluso en este caso simple la solucién encontrada puede ser de poco
interés practico y su estudio cualitativo puede ser més interesante. La aproximacion numérica de la
solucién es otra posibilidad.

La solucién de @(t) = t que satisface 2(0) = 1 es z(t) = 1 + fgsds =1+ %, pero la solucién de
x(t) = ¢ no admite una expresién cerrada, x(t) =1+ fot e~*" ds, puesto que esta integral no puede
encontrarse explicitamente.

2.1. Ecuaciones Separables.

Definicién 2.1. Una EDO de primer orden es separable si f es de la forma f(t,z) = g(t)h(x), es

decir
(t) = g(t)h(z(t)).

Método de solucion: Sean H(x) y G(t) primitivas de 1/h(z) y de g(t) respectivamente (H' = 1/h y
G’ = g). Seguimos los siguientes pasos:

(i) Separacién de variables: %x) = g(t),
(i) Regla de la cadena: d H(z(t)) = d G(t)
ii) Reg na: () =— :

(iii) Integracion con respecto a t: H(x(t)) = G(t) + C.

La expresion asi obtenida define a x(t) implicitamente. La constante C' de determina en general de
manera Unica al fijar una condicién z(ty) = a.

Ejemplo 2.2. Para encontrar la solucién de & = ta?, seguimos los pasos anteriores

%_t;sd—f_tdt;s/d—f—/tdt.
s s s

Integrando, encontramos

B
—x ==+ C.
T 5 +
Resolviendo, tenemos
(1) =5
x(t) = —5——.
L+cC
Si queremos hallar la solucién que pasa por (0, 1), entonces
1
1=2(0)=—-——==C= -1,

C



30

luego

La solucién existe sélo en el intervalo [0, v/2).
2.2. Ecuaciones exactas. Supongamos que tenemos una EDO de primer orden

, Pt x(t))
2.2 T(t) = -
22 Y= Q)
para ciertas funciones P, @, tal que Q(t,x) # 0 para cada punto (¢,z) en algin conjunto D.

., . . . x .
La ecuacién puede escribirse como Q(t,x)i = —P(t,x), e interpretando — como un cociente (esto

no es riguroso, pero su consideraciéon como un cociente hace muy intuitiva la resolucién de estas
ecuaciones) podemos reescribir esta EDO como

(2.3) P(t,z)dt + Q(t,x) dx = 0.

Sea V una funcién de las variables (¢, x), de clase C? (las derivadas parciales de segundo orden existen
y son funciones continuas). La diferencial de V' es

ov ov

Supongamos que es posible encontrar la funcién V' tal que

oV
2.4 — =P
(2.4) 5

oV
2.5 — 0.
(2.5 2 =Q
Entonces la diferencial de V' es idénticamente nula a lo largo de las soluciones de la EDO:

oV oV
dV = —dt+ —dxr = Pdt dr =
V 5 + o x +Qdr=0
Por tanto, las soluciones de la EDO estan dadas implicitametne por la ecuacién
V(t,z(t)) = C.

Esta importante observacién motiva la siguiente definicion:

Definicién 2.3. La EDO (2.2) (o (2.3)) es ezacta en un entorno D del punto (o, zo) si Q(to, zo) # 0
y existe una funcién V' de clase C? en D que satisface (2.4) y (2.5).

Nos preguntamos cuando existe una funcién V satisfaciendo (2.4) y (2.5). Si se cumplieran ambas
condiciones, entonces

0’V OP
(2:6) oxdt  Ox’
o’V 0
(27) otor 3_?
Dado que el orden de derivavién da el mismo resultado para un funcién de clase C?,
0*V 0*V
oxdt  Otox’
obtenemos las condiciones necesarias y suficientes
oP 0Q

6_x(t’x) = E(t,x).
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Teorema 2.4. Supongamos que P y @ son C' en un entorno D del punto (to,x¢). La condicidn
necesaria y suficiente para que la EDO (2.2) (o (2.3)) sea exacta en D es que se cumpla

orP  0Q
2.8 = _Zx
(28) Ox ot
en D.
Ejemplo 2.5. La EDO (2t — 2?) dt + 2tz dx = 0 no es exacta, dado que
oP oQ

Por otra parte, la EDO

(2t — ) dt — 2tz dr =0
es exacta. Resolvamosla. Una vez que determinamos V', el problema esté finalizado. Para encontrar
V' comenzamos con la ecuacién (2.4)

oV
Integrando con respecto a t tenemos
(2.9) Vt,x) = /(2t — ) dt =1* — ta* + (w),
donde 1) es una funcién de x que debemos determinar utilizando la otra condicién, (2.5), es decir,
oV

Derivando en (2.9) con respecto a x tenemos
ov
— = -2t '
e x4 ()

e igualando ambas expresiones
Y (z) = 0.
Elegimos ¢ = 0. Finalmente, V (t,z) = t* — tz* y dado que la solucién satisface V(t,z(t)) = C,

tenemos
t?—ta*(t) = C = z(t) = £/t — % (t #0).

2.3. Ecuaciones no exactas. Factor integrante. Si la ecuacién
P(t,z)dt + Q(t,z)dx =0
no fuera exacta, podriamos multiplicarla por una funcién no nula (¢, ) tal que la ecuacién
p(t,x)P(t,x)dt + p(t, 2)Q(t,x)de =0
se torne exacta. La funcién p se llama factor integrante. Desafortunadamente, encontrar factores

integrantes es dificil, excepto en los dos siguientes casos:

1. El cociente
aP  9Q

a (t) _ Oz ot

Q

es independiente de x. Entonces
N(t) _ efa(t) dt

es un factor integrante.
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2. El cociente
2Q 9P

b(x) _ ot 5 ox

es independiente de t. Entonces
M(I) _ efb(a:)dx
es un factor integrante.
Ejemplo 2.6. La ecuacién
. t"+a%)dt — Qe dr =
(2.10) (t* + 2*) dt — 2tz dr = 0

no es exacta, dado que OP/0x = 2z # —2x = 0Q)/0t. Para encontrar un factor integrante conside-
ramos los dos cocientes anteriores:

0Q _ op
P t2 + 22’

oP _ 9Q

T — 5F 4o 2

o 0t _ = ——, independiente de z.
Q —2tx t

Luego

p(t) = e J2/t — g2t _ Jnt™2 42

es un factor integrante. Multiplicamos la ecuacién (2.10) por p, transformando la ecuacién en otra

equivalente
2 + 22 21

que es exacta, dado que

or  2x  0Q
dr 2 Ot
Ahora hallamos V' utilizando (2.4)
ov t* + 2 .
E =P = 2 =14z s

luego
Vt,x) = /(1 + 2%t ) dt =t — 2* T ().

Derivando con respecto a x tenemos

ov. IR
e 2t + ¢’ ().

Por otra parte, por (2.5)
ov
or

obtenemos ¥ = 0, y la solucién esta dada por

i
= —2—
Q 7

t—ax(t)’t ™t =C.
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2.4. Ecuaciones lineales.
Definicién 2.7. La EDO de primer orden
z(t) + a(t)x(t) = b(t)

se denomina lineal. Aqui, a(t) y b(t) son funciones dadas.

Para resolver la EDO lineal, procederemos como sigue. Sea p(t) = el *®dt v multiplicamos la ecuacién
por i(t)

(& + alt)z)u(t) = b)u(t).
Observamos que fi(t) = a(t)u(t) luego,

(@(8) + a(t)z(t))p(t) = 2()u(t) + 2(t)at)n(t) = E(B)ult) + 2()A) = — (@ (Ou())-

Integrando, tenemos

/%@@Wﬂﬁ=/wmwﬁ = WM®=/WM®ﬁ

Resolviendo para z(t) encontramos

1
(2.11) o) = / b(B)u(t) dt.
p(t)
Recordando que la integral indefinida denota una primitiva mas una constante arbitraria, tenemos
que para cada constante tg

/t b(s)u(s)ds

to
es una primitiva de b(t)u(t), asi que podemos escribir

2(t) = ﬁ (/t:b(s)u(s) ds + C) ,

y podemos determinar la constante C' si estamos tratando de identificar la solucién que satisface
x(tg) = xo:

1
Tog = mc = (C = .I'OILL(to),

/ t b(s)pu(s) ds + xo,u(to)) .

to

1
(2.12) z(t) = — <
Recopilando, hemos demostrado el siguiente resultado:

Teorema 2.8. La unica solucion de ©(t) +a(t)z(t) = b(t) que pasa a través de (to, o) estd dada por
(2.12).

Por supuesto, no es necesario recordar la formula. Es maés ttil recordar los pasoso que nos han llevado
a ella.

Ejemplo 2.9. Resolver el problema de Cauchy t*z + tz = 1, z(1) = 2.

SOLUCION: Primero dividimos por el coeficiente de @ para llegar a la forma estandar
- T 1
T+ —-=—.

t 2
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Identificamos a(t) = —1/t y b(t) = 1/t*. Dado que [a(t)dt = Int, tenemos u(t) = t. Utilizando

(2.11) llegamos a
1 1
/—tdt /;dt:z(lnt—i-C).

Esta es la solucién general. La solucién particular pasando por (1,2) da 2 = C, luego z(t) = 1(Int+2).

Ejemplo 2.10. Resolver la ecuacion lineal & + ax = b con valor inicial x(tg) = x¢, donde a # 0y b
son constantes.

SOLUCION: Aqui, pu(t) = e *4 = ¢ y de (2.11)

(2.13) z(t)=e / be™ dt = e~ (éeat + C’) = (é + C’e“t> :
a a

Imponiendo z(ty) = o determinar la constante C' como sigue:

Ty = (é + Ce—ato) = C — (ZEO . 9) eato
a a

y poniendo el valor de C' en la ecuacién (2.13), tenemos

b b
.T(t) = a + (.’L’o — g) 67a(t7t0).

Por ejemplo, la solucién de la ecuacién & + 2z = 10 con z(0) = —1 es
x(t) =5 — 6e .

2.5. Diagrama de fases. Realizar el diagrama de fases de la ecuacion auténoma & = f(x) con-
siste en representar la grafica de f en el plano (x, ). Los ceros de f corresponden a los estados
estacionarios, o puntos de equilibrio de la ecuacion, es decir, soluciones constantes de la ODE.

Definicién 2.11 (Puntos de equilibrio). Un punto de equilibrio de la ODE auténoma & = f(z) es
cualquier ntiimero real 2° que satisface f(z") = 0.

Los puntos de equilibrio son muy importantes para conocer el comportamiento de la dindamica de las
soluciones. Analizando la grafica de F' puede obtenerse informacion de la monotonia de las soluciones.
Si f > 0 en un intervalo, entonces x(t) crece en este intervalo, lo que puede indicarse marcando una
flecha apuntando hacia la derecha. Igualmente, si f < 0, entonces x(t) decrece en este intervalo y la
flecha que describe el movimiento de x apuntard hacia la izquierda.

Tenemos las siguientes posibilidades.

» f>0en (a,z°) y f > 0en (2% b). La solucién x converge a 2° a partir de condiciones iniciales
a < xo < 2'y diverge de 2° si b > ¢y > 2° (solucién inestable);

» f>0en (a,2°) y f < 0en (2°0). La solucién x converge a x° desde cualquier condicién
inicial @ < 2y < b (solucién estable);

» f<O0en (a,2°)y f>0en (2% b). La solucién z diverge de 2° desde cualquier condicién inicial
a < xp < b (solucién inestable);

» f <O0en (a,2°) y f < 0en (2°0). La solucién z diverge de z° desde condiciones iniciales
a < xzg < 2y converge a x° desde b > 2y > 2° (solucién inestable).

Podemos resumir estos casos de la siguiente forma: un punto de equilibrio 2° es localmente asintéticametne
estable si y sélo si existe § > 0 tal que para todo x € (2° — §,2° + ), x # 2° tenemos

(x — 2% f(z) <0
y es inestable en otro caso:
(x — 2°) f(z) < 0.
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Ejemplo 2.12. La EDO i = f(x) = 2® — 22% — 5z + 6 tiene tres puntos de equilibrio f(x) = 0:
) = =2, 29 = 1 and z} = 3. La funcién es negativa en (—oo, —2), positiva en (—2, 1), negativa en

(1,3) y positiva en (3, 00). Luego,
= —2 es inestable;

20
Ty =
79 = 1 es localmente asintéticamente estable;
23
Ty =

= 3 es inestable.

3. APLICACIONES

Ejemplo 3.1 (Mecanismo de ajuste de Walras). Los modelos econdémicos analizan a menudo las
tasas de variacion de ciertas variables. En la Teoria del Analisis del Equilibrio, la tasa de variacién
del precio de mercado del bien z depende de la funcién exceso de demanda E (cantidad demandada
menos cantidad ofertada, £ = D — 5)

(3.1) p(t) = E(p(1)),

donde p es el precio. Esta es una EDO de primer orden, llamada mecanismo de ajuste de precios de
Walras. Observar que E(p) > 0 implica que p aumenta, mientras que E(p) < 0 significa que p cae.
Supongamos que D(p) = a — Bpy S(p) = —v + dp, con a, 3,7,0 > 0, con > /3. Tenemos

p=D({p)—Sp)=a+pBp+y—p=B-0)p+a+r.

Esta es una ODE lineal de coeficientes constantes. La solucién es

p(t) = p(O)e” 4 S (1 - e,

La solucién tiende al precio de equilibrio p° = O‘ﬂ > 0, dado que B < 4.

Ejemplo 3.2 (Un modelo de valoracién de activos). Sea p(t) el precio de un activo que proporciona
unos dividendos de D(t) dt euros, y sea r el tanto de interés de un bono sin riesgo. Nuestra intencion es
determinar el precio p(t) en términos de los dividendos y de la tasa de interés. Para ello, consideramos
un intervalo de tiempo [t, 7], y el flujo total de capital proporcionado por la posesién del activo en
dicho intervalo, J;T D(s) ds, asi como la apreciacién del valor del activo p, p(7) — p(t). La condicién
de no arbitraje (es decir, la imposibilidad de obtener una ganacia positiva partiendo de capital
nulo) implica que el flujo de capital més el incremento del valor del titulo debe ser igual al interés
proporcionado por una cuenta bancaria en que se deposita el valor del activo, al tanto r, es decir

(3.2) / " D(s)ds + p(r) — plt) = p(t)T — p().

Dividiendo por (7 — t), tomando limites cuando 7 — ¢, y asumiendo que D es continua (por la
derecha al menos), tenemos después de aplicar la regla de L'Hospital

[7D(s)ds 0 D(r)

‘IFILI% el ‘IFILI% = D(t), (regla de L'Hospital).
— p(t
li 2 =20y (definicién de derivada).
Tt T—1
r(t—t) 1 0 r(t—t)
fm S~ = = —im C =r, (regla de L'Hospital).
T—t T —1 0 Tt 1

Encontramos la EDO lineal

(3.3) D(t) +p(t) = rp(t) = p(t) —rp(t) = D(),
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que es la ecuacion fundamental de valoracion del activo! Dados los dividendos D(t), el precio del
activo se determina en cada instante de tiempo por la EDO (3.3), que al ser lineal puede resolverse
explicitamente utilizando (2.12) con u(t) = e~/ 7% = ¢~ para obtener

p(t) =e" (/Ot D(s)e " ds +p(0)) .

Aqui p(0) es el precio del activo hoy, y despejando en la ecuacién tenemos

t
p(0) = e "'p(t) +/ D(s)e " ds.
0
El precio del activo hoy iguala el valor presente de todos los dividendos descontados sélo si
s —rt .
tlggo e "p(t) = 0.

Suponiendo que esto es asi (la condicidn de no existencia de burbujas), entonces el precio del activo
definitivamente es

p0)= [ Dlers

es decir, el valor fundamental del activo es la “suma’”descontada de todos los dividendos futuros.
Algunos ejemplos: ;Cudl es el precio de un activo que paga unos dividendos de 1 dt euros perpétua-
mente? De acuerdo a la férmula anterior es

> 1 1
p(0) = / e ds=~1lim(l —e ") = -.
0

T t—oo r

.,Cual es el precio de un activo que paga 1dt euro hasta t < 10 y a partir de t = 10, paga 2 dt euros,
conociendo que el tanto de interés del mercado es r = 0,0257 La respuesta es

10 o]
p(o) — / 670,0253 ds 4 2/ 670,0255 ds
0 10

= 40(1 — e %%) + 80 lim (67025 — 0020
—00
=40(1 — e %%) +80e "% = 40(1 + e %) = 71,152 euros.

Ejemplo 3.3 (Modelo de Malthus). El economista britdnico Thomas Malthus (1766-1834) ob-
servo que muchas poblsciones bioldgicas se incrementan a una tasa proporcional al tamano de la
poblacién, P, es decir,

(3.4) P(t) = rP(t),

donde la constante de proporcionaldad r es la tasa de crecimiento, positiva o negativa. El modelo
matematico con r > 0 predice que la poblacion crecerda exponencialmente. La solucién es

P(t) = P()Brt,
donde P, es la poblacion en el momento inicial. Malthus propuso este modelo después de inspec-
cionar datos del censo de los Estados Unidos, que mostraba una duplicaciéon de la poblacién cada
50 anos. Dado que los medios de subsistencia se incrementaban en progresion aritmética, Malthus

argumentaba que la Tierra no podria alimentar a la humanidad. Este punto de vista tuvo un gran
impacto en la Sociologia del siglo XIX.

4Si el tanto de interés es una funcién de ¢, r(t), entonces la ecuacién fundamental es

D(t) +p(t) = r(t)p(t).

Se obtiene de la misma forma que para r constante, utilizando la identidad
/ D(s)ds + p(r) — p(t) = p(t)el "% — p(p),
t

en lugar de (3.2).
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Para ver cémo se ajusta el modelo a la realidad, consideremos la poblacién de los Estados Unidos en
1800, que era de 5.3 millones. Tomando r = 0,03 (que es una buena aproximacién de la tasa real de
crecimiento en los anos préximos a 1800), se obtiene P(t) = 5,3¢"%¥ millones para la poblacién del
ano 1800 + ¢. Esta férmula predice que en 1850 la poblacién serd P(50) = 23,75 millones, mientras
que la poblacién real era de 23,19 millones. Para el ano 1900 predecia P(100) = 106,45 millones de
estadounidenses, pero la poblacién real era de 76,21 millones. Como podemos ver, el modelo aproxima
bien en anos cercanos al inicial, pero la precisién disminuye para intervalos largos de tiempo, revelando
que el incremento de la poblacién no es proporcional al tamano de la poblacion.

Ejemplo 3.4 (Model de Verhulst). El matemético belga P.F. Verhulst (1804-1849) observé que las
limitaciones de espacio, de la comida disponible, o de otros recursos, reducen la tasa de crecimien-
to, impidiendo el crecimiento exponencial. Por este motivo, modificé la ecuaciéon de Malthus (3.4),
reemplazando la constante r por una funcién de P, r(P)

P(t) = r(P(t))P(1).

Verhulst supuso que 7(P) = r —mP, donde r y m son constantes. Por tanto, la poblacién evoluciona
de acuerdo a

(3.5) P(t) = rP(t) — mP%(t),

que se conoce como la ecuacion logistica. Podemos reescribirla como

P(t)=r (1 — %) P(t),

donde M = r/m. La constante r es la tasa de crecimiento intrinseco y M es el nivel de poblacién de
saturaciéon, o capacidad maxima del medio ambiente.

La ecuacién logistica es separable y puede resolverse explicitamente (estd propuesta en una de las
hojas de problemas). Volviendo al ejemplo de la poblacién de los EE.UU., supondremos que M = 300
(que es una cantidad préxima a la poblacion de los EE.UU. en 2009 y, por tanto, es un nivel muy
modesto para la capacidad méxima real) y r = 0,03 (una buena aproximacién para la tasa de
crecimiento intrinseco en 1800, pero lejos de la tasa de crecimiento intrinseco en 2009). El dato
inicial del ano 1800 era de 5,3. Usando este dato encontramos que P(50) = 22,38 y P(100) = 79,61,
mientras que la poblacién real en el ano 1900 era de 79,61.

La Figura 8 representa P/M para una poblacién que sigue la ecuacién logistica con r = 0,71,
considerando diversas condiciones iniciales. La linea mds gruesa es la solucién con P(0) = 0,25K.

1.75¢
1.50
1.25

N
a 1.00

0.75

0.50

0.25

F1GURA 8. P/M como funcién de ¢ para la ecuacién logistica con r = 0,71.
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Ejemplo 3.5 (Poblacién con un umbral). Ahora suponemos que cuando la poblacién cae por debajo
de un cierto nivel o umbral, la especie esta condenada a la extincion, pero por encima de ese nivel
la poblacién sigue el crecimiento logistico. Para describir esta situacion podemos proponer el modelo
(omitimos )

(3.6) P=—r (1 - %) (1 - g) P,

donde 0 < A < B. La constante A es el umbral de la poblaciéon y B es la capacidad maxima del
medio ambiente. Hay tres puntos estacionarios, P = 0, P = Ay P = B, que corresponden a las
soluciones de equilibrio Py (t) = 0, P»(t) = Ay Ps(t) = B, respectivamente. A partir de la Figura 9,
es claro que P’ > 0 para A< P< By P' <0 paray < A oy > B. En consecuencia, las soluciones
de equilibrio P;(t) y Ps(t) son asintéticamente estables, y la solucién P(t) es inestable. La poblacién
se extingue cuando P(0) < A, por lo que A es llamado el umbral de la poblacién.

En la Figura 10 se representan varias soluciones de P = —0,25P(1 — P)(1 — P/3) usando diferentes
valores iniciales Py.Cuando 0 < P(0) < 1, limy,o, P(t) =0, y si 1 < P(0) < 3 0o P(0) > 3, entonces

f(P)

@] A f P

FIGURA 9. Espacio de fases en el modelo de la poblacién con un umbral.
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F1GURA 10. Varias soluciones en el modelo de la poblacién con un umbral.

Ejemplo 3.6 (El modelo de Solow). El modelo econdémico dindmico de Solow (1956) supuso el
comienzo de la moderna teoria del crecimiento econdémico. Esta basado en las siguientes hipdtesis.
1. La mano de obra, L, crece a una tasa constante n, i.e. L/L =n;
2. El ahorro S = sY se invierte totalmente en la formacién de capital, I = K + 6K, donde
Y denota el output en la economia, K capital y d,s € (0,1] son constantes (0 es la tasa de
depreciacién del capital):
sY = K + K.
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3. La funcién de producciéon F(L, K) depende de la mano de obra L y del captal K, y es de
rendimientos constantes a escala F(AL,AK) = AF(K, L). Un ejemplo tipico es la funcién de
produccién de Cobb-Douglas F(K, L) = AL*K'~*, a € [0, 1].

Tomando A = L

Y =F(K,L)=F <L% L) = LF (% 1) = Lf(k),

donde k = £ denota capital per—capita y f(k) = F (k,1).
La ecuacién fundamental de este modelo del crecimiento econdémico es:
i _dK_KL-KL K KIL
S dtL L? L LL
Lf(k)—-0K
_ sLfk) — oK f<z k= sf(k) — (6 + n)k.
Por tanto, el capital per—capita evoluciona de acuerdo a la ODE

k=sf(k)— (6 + n)k.
Las hipotesis habituales sobre f son que f creciente y estrictamente concava y que existe un stock
de capital sostenible méaximo, kn,, es decir, f(k) <k para k > ky, y f(k) <k para k < kp,.
Existen dos puntos de equilibrio (k = 0), que son k = 0y k = k., este dltimo que satisface sf(k.) —

(0 +n)ke = 0. El punto 0 is inestable, mientras que k. es estable. Esto puede verse en el espacio de
fases (A =6+ n).

FIGURA 11. Espacio de fases en el modelo de Solow.

4. EDOS LINEALES DE SEGUNDO ORDEN
Definicién 4.1. Una EDO lineal de segundo orden tiene la forma
(4.1) 4 a(t)t + ap(t)r = b(t),

donde ai, ag y b son funciones dadas. En el caso en que a; y ag son constantes, la ODE es de
coeficientes constantes (incluso si el término independiente b no es constante). En el caso b = 0, la
ODE se llama homogénea.

Definicién 4.2. La solucién general de (4.1) es el conjunto de todas las soluciones; una solucién
particular es cualquiera de los elementos de este conjunto.

El espacio de soluciones de una EDO lineal homogénea tiene estructura de subespacio vectorial.

Proposicién 4.3. St xy y xo son soluciones de la EDO homogénea, entonces para cualesquiera
constantes Cy y Cy, x(t) = Crz1(t) + Coxa(t) es también una solucion.
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Teorema 4.4. La solucion general de la EDO completa (4.1) es la suma de la ecuacion general de
la homogénea, xp,, y de una solucion particular, x,:

x(t) = xp(t) + z,(t).

A continuacién mostramos cémo puede encontrarse la solucién general z;, de una ecuacién homogénea
de coeficientes constantes.

(4.2) T+ a1 + apxr = 0, aj,ap constant.
Definicién 4.5. La ecuacién caracteristica de (4.2) es
r? 4+ air + ap = 0.

Teorema 4.6. Sean 11, ry las soluciones (reales o complejas) de la ecuacion caracteristica. Entonces,
la solucion general de la ecuacion homogénea tiene una de las siguientes formas:

1. r1 y ro son reales y distintas,
xp(t) = Cre™t 4 Che™".
2. r1 =1y =1 es real de multiplicidad dos,
xp(t) = Cre™ + Cote™.
3. 11, T2 son complejas conjugadas, 112 = a £ b,
zp(t) = e™(C) cos bt + Cysen bt).
Ejemplo 4.7. Encontrar la solucion general de las siguientes ecuaciones homogéneas.
1. & — 2 = 0; dado que 7> — 1 = 0 es la ecuacién caracteristica,
x,(t) = Cre' + Coe™".
2. 7 — 41 + 4z = 0; dado que r* — 4r — 4 = (r — 2)?> = 0 es la ecuacién caracteristica,
x,(t) = Cre® + Cote™.
3. Z+x = 0; dado que r* +1 = 0 es la ecuacién caracteristica, que tiene raices +i (a =0, b = 1),

$h<t) = Cl cost + CQ sent.

Para obtener la solucién general de la ecuacién completa, necesitamos dar métodos para encontrar
una solucion particular. Esto es posible sélo en algunos casos concretos. Consideramos tinicamente
la ecuacién con coeficientes constantes

T+ a1 + apx = b(t),
donde b(t) es:
» Un polinomio P(t) = byt" + -+ - bit + by de grado n;
» Una exponencial be™;

= Una expresion trigonométrica by cos at + by sen at;
» Sumas y productos de los anteriores (e.g. (1> —t + 1)e~t + 2sent).

Entonces, una solucién particular de la ecuacién completa es de la forma
» 1,(t) = t*Be™;
w 1,(t) = t*(B; cosat + Bysenat);
» Sumas y productos de los anteriores (e.g. (Byt? + Byt + By)e ' + Dysent + Dysent),
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respectivamente, donde s > 0 es el menor nimero entero no negativo tal que z,(f) no es solucién de
la ecuacién homogénea. Por ejemplo, en la ecuacién & — 4d + 4z = ! la solucién particular es de la
forma x,(t) = tBe* (con s = 1), ya que e* es solucién de la ecuaciéon homogénea, pero te* ya no lo
es.

El método para encontrar x,, consiste en sustituir la forma propuesta z, (que depende de la estructura
de b(t)) en la ecuacién, y entonces igualar los coeficientes un sistema lineal para las constantes
indeterminadas By, ..., B,.

Ejemplo 4.8. Encontrar las soluciones particulares de las siguientes ecuaciones.
1. & — o = 2e!? + e7¥/2. Adivinamos la forma
2,(t) = Be'/? + Bye /2
y la substituimos en la ecuacién (para ello necesitamos previamente haber obtenido %, y i)
para tener

%et/Q X %e—t/Q — Bietl? — Byet/? = 2¢t/? 4 ¢~t/2,

Entonces, By = —8/3 and By = —4/3.
2. & — 4% + 4z = t* — t. Adivinamos la forma

Ip(t) = Bgt2 + Blt + Bo.
Tenemos que @, = 2B5t + By y &, = 2B, y substituyendo en la ecuacién llegamos a
2By — 8Byt — 4By + 4Bst® + 4Byt + 4By = t* — t.

Por tanto,
AB, —1
—832 + 4B1 == —1
232 - 4Bl + 480 = 0
Resolviendo, tenemos By =1/8, By =1/4y By = 1/4.
3. 7 =te”! — 2. Adivinamos la forma
z,(t) = (Bit + Bp)e " + C.
Tenemos que &, = Bie ' —(Bit+By)e 'y &, = —Bie "+ (Bit+ By)e ' — Bye™*; substituyendo
en la ecuacién encontramos que

—2Bie '+ Bye t+ +Bytet + Bite P+ Bye t+ C =te”t — 2.

Por tanto,
C =-2
2Bl = 1
—2B1+ 2By =0

lo que implica C = =2, By =1/2y By =1/2.

Definicién 4.9. El problema de Cauchy de la ecuacién (4.1) consiste en encontrar una solucién que
satisface las condiciones iniciales conditions

x(to) = zo, @(to) = 1.
Ejemplo 4.10. Resolver el problema de Cauchy
& —4i 44 =12 —t, z(0) =1, (0)=0.
Sabemos de un ejemploa anterior que la solucién general de la completa es

1 1 1
t) = Cre®t + Cote® + — 12 + —t + —.
l‘() 1€ + al€ +8 +4 +4
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Necesitamos calculat la derivada para aplicar la condicién impuesta sobre 2(0).

t 1
(1) = 2e*(Cy + Cat) + Coe® + st
Entonces
2(0)=1 =C1+ 1
#(0)=0 =20, +Co+ 1 [~
Este sistema lineal se resuelve para econtrar C7 = 7/8 y Cy = —2. Por tanto, la solucién del problema

de Cauchy es

7 o 1o 1 1
x(t) = <8—|— 2t)e +8t +4t+4.

4.1. Estabilidad de la EDO de segundo orden con coeficientes constantes. Consideramos
la ecuacion

T+ a1 + apr =0,
donde ay, ag y b son constantes con ag # 0. Entonces 2° = b/ag es un punto de equilibrio, dado que
x(t) = b/ag es una solucién constante de la ecuacion.
Para comprender el resultado siguiente, necesitamos recordar que para un cimero complejo z = a+if3,
« es la parte real, y que la parte real de un ntimero real es el niimero mismo.

Proposicién 4.11. El punto de equilibrio 2° = b/ay es globalmente asintéticamente estable si y sélo
si las dos raices de r? + ayr + ag = 0 tienen parte real negativa

Demostracion. Tenemos dos casos a considerar.
1. Las raices son reales. Entonces la solucién general es

b
Cle”t + Cg@mt 4+ —
Qo

si T1 7é T2, O
b
Cre™ + Cyte™ + —
Qo
siry = ro = r. En ambos casos la exponencial tiende a 0 cuando t — oo si y sélo si el exponente
es negativo. Ademas,
1 1

lim te™ = lim = lim =—=0.
t—00 t—oo Tt t—oo —re” "t 00

Entonces, cualquier solucién tiende a b/ag siy sélo si ry < 0y re < 0.
2. Las raices son complejas, a + i3. La solucion general es entonces

b
e (C cos Bt + Cysenbt) + —,
Qo
que tiende a b/ag siy sélo si a < 0.
U

La siguiente proposicion da un criterio inmediato y 1til para comprobar el signo de la parte real de
las soluciones de la ecuacién caracteristica.

Proposicién 4.12. El punto de equilibrio 2° = b/ag es globalmente asintdticametne estable si y sélo

siag >0 ya >0.

Demostracion. Supongamos que 71 y 13 son las raices de la ecuacion (reales o complejas). Entonces
2+ ar+ag = (r—1)(r —ry) =% — (ry +ro)r + 17,

por lo que

a; = —(ry +1r2),

ag = T1ra.

(4.3)
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Tenemos que considerar dos casos:

1. Las raices son reales. Entonces, si b/ag es globalmente asintéticamente estable, ambas raices son
negativas, por lo que teniendo en cuenta (4.3), tanto a; como ag son positivas. Reciprocamente,
si ambas a; y ag son positivas, entonces ag = r1ro > 0 implica 1,79 > 0 0 r1,79 < 0. Pero
sabemos que a; = —(r1 +r2) > 0, luego 1 + 12 < 0, y dado que ambas raices tienen el mismo
signo, ambas son negativas.

2. Las raices son complejas. Entonces, si b/ag es globalmetne asintéticamente estable, la parte
real o < 0. Luego ag = —2a >0y

a; = (a+iB)(a —iB) = a*+ % > 0.

Reciprocamente, si a; y ag son positivos (como acabamos de comprobar, cuando existen raices
complejas a; es necesariamente positivo), entonces a = —ag/2 < 0.

O
Ejemplo 4.13. Estudiar las propiedades asintéticas de la ecuacién

i+ (4—a*)i+(a+ =1, a# —1.

SoLUCION: El equilibrio 1/(a + 1) es g.a.e. si y sélo si 4 —a? > 0y a > —1. Estas condiciones se
cumplen si y sélo si |a] <2y a > —1, por tanto el equilibrio es g.a.e. si y sélo si a € (—1,2).

5. SISTEMAS DE EDOS DE PRIMER ORDEN

5.1. Sistema lineales. Consideramos el sistema de EDOs de primer orden n—dimensional y coe-
ficientes constantes

X(t) = AX(t) + B,

donde
x1(t) ay; ... Qip by
Xty={ = ), A= ¢ . i |, B)=
2, (t) Api .. Qpp b,
Las incdgnitas son las funciones xq(t),...,z,(t). Estamos interesados en estudiar las propiedades

asintoticas de los puntos de equilibrio.
Definicién 5.1. Un vector constante X" es un punto de equilibrio si y sélo si AX? 4+ B = 0.

Para asegurar la existencia de un unico punto de equilibrio, impondremos la siguiente condicién:
4] £0.

Entonces el equilibrio esta dado por
X’=-A""'B.

Nos centramos en el caso n = 2, es decir, en sistemas de la forma

(5 1) { LL’ = a1 + a2y + bl,
' Y = a1 + axy + bs.
donde
ailr aig
0.
A1 Q22 ?é

Sean Aj, Ay las raices (reales or complejas) del polinomio caracteristico de A, es decir, de la ecuacién
pA()\) = |A — )\IQ| = 0.

Tenemos los siguientes casos:
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1. A1 # A son reales.
a) A, Ag < 0. El equilibrio es globalmente asintticamente estable. Se denomina nodo estable.
b) A1 < 0 < \y. El equilibrio es inestable, pero las soluciones que tienen Cy = 0 convergen
hacia X°. Diremos que X es un punto de silla. Las condiciones iniciales Xy = (g, 1) desde
las cuales la solucion converge forman la variedad estable, y esta dado por el autoespacio
¢) A1, A2 > 0. El equilibrio es inestable. Se denomina nodo inestable.
2. A1 = Ay = A. El equilibiro es g.a.e. si y sélo si A < 0. Se denomina nodo estable impropio. En
el caso A > 0 el sistema es inestable.
3. M =a+if, \a=a—1if, con 5 # 0.
a) La parte real o = 0. La solucién oscila alrededor de X° con amplitud constante. Se dice
que X es un centro. Es estable, pero no g.a.e.
b) La parte real a < 0. La solucién oscila con amplitud decreciente hacia X°, por lo que el
punto de equilibrio es g.a.e., y se llama un nodo espiral estable.
¢) La parte real @ > 0. La solucién oscila con amplitud creciente divergiendo de X°. El
sistema es inestable y el punto de equilibrio se llama nodo espiral inestable.

Resumiendo:

Teorema 5.2. El punto de equilibrio del sistema (5.1) es estable si y sélo si los valores propios de s
of A parte real no negativa; es g.a.e. si y solo si los autovalores tienen parte real negativa.

Ejemplo 5.3. Determinar el comportamiento de las soluciones en torno al punto (0,0) del sistema

T = 3x — 2y,
Yy =2x — 2y.
SOLUCION: La matriz de coeficientes
A 3 -2
N2 =2
tiene ecuacion caracteristica
3—A —2 2
9 o\ |7 A=A\ —2,

con valores propios —1 y 2. Por tanto el origen es un punto de silla (inestable).
Los valores propios asociados se obtienen resolviendo el sistema

(%0 20 () =(3).

4U1 - 2U2 == 0, 2U1 — V2 = 0.
y un vector propio asociado a A\; = —1 es vi = (1,2). Cuando A = 2

Para A = —1

V1 — 2?}2 = O, 2?}1 — 4’02 = 07

da vy = (2,1). La variedad estable es S(—1), es decir, las condiciones inicales ligadas por la ecuacién
21}0 — Yo = 0.

Ejemplo 5.4. Determinar el comportamiento de las soluciones en torno al punto (0,0) del sistema

X(t) = ( 0 >X(t).

SOLUCION: La ecuacién caracteristica es
M — 4N+ (3-b) =0,
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con soluciones
)\1:2+\/1+b, )\2:2— 1—|—b
Notar que b < —1 implica que A, Ay son complejas, con parte real « = 2 > 0, y que b > —1 da

A1 > 0 para todo b, luego el origen es inestable para todo b. Sin embargo, Ay < 0 para b > 3, luego
para estos valores de b el origen es inestable, concretamente un punto de silla.

Ejemplo 5.5. Determinar el comportamiento de las soluciones en torno al punto (0,0) del sistema

X(t) = ( ! >X(t).

SOLUCION: La ecuacién caracteristica es
N4+ 2u +a*+1=0,
con soluciones

1
)\1,2 = 5(—2(1 + V 4a? — 4a? — 4) = —a=tiq.

La parte real es @« = —a, por lo que el origen es una espiral estable para a > 0, un centro sia =0y
una espiral inestable si a > 0.

5.2. Sistemas no lineales. Consideramos el sistema de dos dimensiones y no lineal
i = P(z,y),
J=Q(,y).

Quremos estudiar el comportamiento asintotico de sus puntos de equilibrio. Para ello, utilizaremos
la técnica de linealizacién, que consiste en aproximar el sistema original alrededor de cada uno de
los puntos de equilibrio por otro lineal asociado. Entonces aplicaremos el Teorema 5.2, siempre que
sea posible.

La linealizacién del sistema no lineal alrededor del punto de equilibrio (z°, ") es el sistema lineal

(5.2)

= O 0 0y 9T 0 0

u_ax<xay)u+ ay(x7y)va
(5.3) 00 00

v % (.0 0 .0 0

U_ax(mvy)u—i_ay( ,y)U.

Llamamos a la matriz

Qx(2%,4%) Qy(2, 1)

la matriz Jacobiana del sistema (5.2) en el punto de equilibrio (z¢, yo).

A2, y") = < P2 y") - Py (2% ") )

Ejemplo 5.6. El sistema

T =1y,
SIS 5a?
y - y 4 _|_ ZUZ
tiene tres puntos de equilibrio, es decir, existen tres solucions del sistema algebraico
0=y —ux,
5a?
0O=—y+——
Yy A1 g2

(0,0), (1,1) and (4,4). La linealizacién del sistema alrededor de los puntos de equilibrio puede
computarse como sigue. Las derivadas parciales son:
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Px(xay):_la Py(l',y) :17
40x

Qu(z,y) = 22+ 4 Qy(z,y) = —1.

Luego, las matrices Jacobianas son

-1 1 -1 1 -1 1

0= (3 L) ann= (L) w44,

y los sistemas lienales asociados

0= —u+ v U =—u-+v U= —u-+v

b=u—v b—gu—v’ 'z}—gu—'07

5 5

respectivamente. Por tanto, la linealizacién depende (obviamente) del punto de equilibrio.

Teorema 5.7. Sea (2°,4°) un equilibrio aislado del sistema (5.2) y sea A = A(2°,4y°) la matriz
Jacobiana de la linealizacion (5.3), con |A| # 0. Entonces (2°,4°) es un punto de equilibrio del
mismo tipo que (0,0) para el sistema linealizado, en los siguientes casos:

1. Los valores propios de A son reales, iguales o distintos, y tienen el mismo signo (nodo).

2. Los valores propios de A son reales y tienen signos opuestos (punto de silla).

3. Los wvalores propios de A son complejos, pero no son imaginarios puros, es decir, no tienen
parte real nula (espiral).

Por tanto, el caso excepcional sucede cuando la linealizacién tiene un centro. La estructura del sistema
no lineal alrededor de los puntos de equilibrio (por tanto, es una propiedad local, no global), es la
misma que la del sistema lineal asociado en todos los casos, excepto cuando en el sistema linealizado
aparece un centro, caso en que no podemos concluir nada para el sistema no lineal y habria que
estudiar su comportamiento por otros métodos que no veremos aqui.

Ejemplo 5.8. El sistema no lineal

. 3 .
r=—-Yy—x, y=2x,

0 -1
en el origen (0,0), que tiene valores propios imaginarios puros +i, luego (0,0) es un centro para el
linealizado. Este es el caso excepcional en el teorema, y no podemos afirmar que el sistema no lineal

tenga también un centro. De hecho, es posible probar por otros medios que el punto de equilibrio del
sistema no lineal ((0,0) también) es una espiral estable.

tiene matriz Jacobiana

Teorema 5.9. Si (0,0) es g.a.e. para (5.3), entonces el punto de equilibrio (x°,4°) del sistema no
lineal (5.2) es localmente asintoticamente estable.

Ejemplo 5.10. Consideramos el sistema no lineal
b =20 +3y+ry, y=-—x+y— 2y

que tiene un punto de equilibrio en (0,0). La matriz Jacobiana en el origen es

-2 3
()
V3

y los valores propios son —% + (%°)i. Por tanto, la linealizaciénn tiene un espiral estable en (0,0), y

por tanto el sistema no lineal también localmente asintéticamente estable en (0, 0).
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Ejemplo 5.11. El sistema

i =x(p1 — K1)

¥ =y(p2 — Ka2y)
modela dos poblaciones gobernadas por la ecuacion logistica, que no interaccionan entre ellas. Aqui,
pi es la tasa de crecimiento intrinseco de la poblacién i, y p;/k; es el nivel de saturacién de la
poblacién i. Suponemos ahora que las especies compiten por el alimento, que se encuentra disponible
en cantidades limitadas. Para capturar este efecto competitivo, modificamos el factor de crecimiento,
y suponemos que depende del nivel de poblacion de la otra especie —a 1y y —asx respectivamente,
donde «; mide el efecto de una poblacion sobre la otra. El sistema se modifica por tanto a

T =xz(p1 — K1z — aqy)

Y = y(p2 — Koy — o)
Suponemos que p; = 1, po = 0,75, k1 = ko = 1, @1 = 1 and ay = 0,5. Existen entonces cuatro puntos
de equilibrio: (0,0) (ambas especies se extinguen), (0,0,75) (se extingue la poblacién z), (1,0) (se
extingue la poblacién y), y (0,5,0,5) (ambas especies sobreviven).
Vamos a estudiar los puntos de equilibrio. La matriz Jacobiana del sistema es

_ [ 2r-y —
A—M%w—(_@@ Q%—%)'

Recordar que o(A) es el conjunto de valores propios de A.

= (0,0): 0(A) = {1,0,75}, el origen es un nodo inestable para el linealizado y para el sistema no
lineal.

» (1,0): 0(A) = {—1,0,25}, tenemos ahora un punto de silla.

= (0,0,75): 0(A) ={0,25,—0,75}, de nuevo un punto de silla.

= (0,5,0,5): 0(A) = {—0,5 £ v/2/4}, los valores propios son negativos, luego tenemos un nodo
estable. Todas las trayectorias proximas a (0,5,0,5) convergen asintéticamente al punto de
equilbrio tanto del sistema linealizado como del original.



