Apéndice: Algunos trucos algebraicos para invertir el polinomio de retardos de un AR(p)

Econometria 11

Sea {z;} un proceso estocdstico que estd caracterizado por el siguiente AR(2)
2= Q121-1 + Ppzi—2 + ay.

Utilizando el operador retardo L, podemos reescribir este proceso como

Oy (L)z = ay, ®y(L) =1— ¢ L — ¢y L°. (1)

Supongamos que se trata de un AR(2) causal, esto es, las raices del polinomio 1 — ¢;L — ¢y L? = 0
caen fuera del circulo unidad. Si se cumple esta condicién, sabemos que {2} es un proceso estacionario en
covarianza 'y de media cero que puede ser representado como

a=U(L)a,  U(L) =+ L+l + ... 2)

con ¢y =1y 372 9] < oo,

A partir de las ecuaciones (1) y (2), tenemos que z; = ®3(L) ta; = ¥(L)ay. Por lo tanto, ®o(L)~! =
U(L). A continuacién veremos distintos métodos para calcular ®o(L)~! y asf obtener la secuencia infinita
de pardmetros ¢, Vj > 0.

Métodos Tipo I: Obtenemos {;};>0 a partir de ¢; y @,.

I-A:

#(L) =U(L)= &3(L)P¥(L) =1.

Esto es, para

(1= ¢1L = ¢ L2)(thg + 1 L+ 9o L2 +1h5 L +...) = 1

L+ LA 9oL + 45 L% + ...

1L — ¢y, L? — ¢y9pp L° — ..~

o L7 — dotp  LP — ... = 1
Igualando los coeficientes de ambos polinomios tenemos que:
Yo =1
Yy —¢1=0 = Y1 =¢
Yy — 011 — P2 =0 = Py = P11 + ¢y = ¢1+¢2

E/}S]_ G199 = P2y = 0 = Y3 = G10s + Gathy = G181 + ba) + dathy = 61 + 2010,

Para j > 2, tenemos que ¢, = ¢1¢;_1 + ¢91;.
I-B:
Dado un AR(1) causal con |¢| < 1,

o0

(1-¢L) ' =1+¢L+ ¢’ L*+ L +..=> ¢'L7. (3)

Jj=0

Podemos utilizar esta misma férmula para un AR(2) causal reescribiéndolo apropiadamente,
(1= [ L+ o L?)) " = 12+ (¢1L2+ $oL?) + (61 L + ¢2L2) (¢1L + ¢2L2) =
=1+ (¢ L+ L) + (¢12L2 + ¢2L34 + 20,1, L) + (%Lﬁ + 3¢50, L° + 3¢1¢2L4 + ¢ L)
=L+ ¢1 L+ (¢ + 67) L% + (67 + 201 65) L° +

—— %/—’

1/10 '/11 ¢2
A partir de esta expresiéon podemos obtener que ¥; = Qg + Gathy, J > 2.



Métodos Tipo II (Factorizacién): Obtenemos {wj }j>0 a partir de Ay y Ag, donde A1 y Az se definen
a partir de las rafces! del polinomio 1 — ¢;L — ¢, L2 =0 :

by + 1/ b1 + 46, ¢y — /D7 + 46,

0, T T g, )

T =
Definimos Ay = 1/r1 y Ao = 1/ra.
II-A:
1—¢1L— ¢oL? = (1 — A\ L)(1— A\2L)
Notar que la expresién de la derecha se hace cero para r1 = 1/A; y 72 = 1/, mientras que la expresion
de la izquierda se hace cero para los valores de 71 y 72 obtenidos en (4).
(1—¢,L —¢oL?)™t = (1 —NL)"1(1—NL)?
A partir de (3), podemos escribir ‘
(L= ML) ML= ML)~ = (D52, M) ML) =
=L+ ML+ NL2+ X3+ )1+ ML+ XL+ X313+ ..)
=1+ ML+ N2+ X303 + ...
ML+ ML+ MASLP + MASLA + .+
FATL? NI L3 + ALY+ NIASLD + .+
FNIL3 4 NING LA+ NINJLO + N3NSLO.. =
LA+ x) L+ (A3 + Mo+ A L2 + (A3 4+ M3 + Mg + AD)L3 +

Yo o s s
SS) 00 —k i
11-B:

a+b7(a)\2+b)\1)L
1 |TonDaeD)|= —e 4 b el D)db( ML) [GoX L) (1-AaL
eyl = 1oL T ioaL :

A ML)(1-r2L)
Igualando términos, tenemos que a + b — (aXa + bA1)L = 1. Esto es,
at+b=1 }: a:)\l/()\l—/\Q)
a)\2+b)\1:0 bifAQ/()\lf)\Q)
Sustituyendo este rebultado en la expresién de arriba y utilizando (3),

A — by 00 i T4
T = e (L= ML) 7 4+ 5250 (1= L) 7! = 2= (52 ML) — 5225 (052, ML) =

j )\J+ _/\J+
= T (5 Mv 2 AL = Y0 (MM AeNy )
AT — A3 )\3—>\3 AT =25
=_1 2L 2)L? L3
V+(/\1—)\2) Jr(>\1—)\2) Jr(>\1—)\2) *
Yo N— — —
¢1 "bz 1113

Nota I: Dependiendo de la informacion de la que dispongamos, serd més rdpido usar uno u otro método.
Esto es, si conocemos ¢; y ¢, serd preferible utilizar los Métodos Tipo I. Por el contrario, si lo que conocemos
son las raices del polinomio de retardos, serd preferible utilizar los Métodos Tipo II.

Nota II: A partir de las raices del polinomio de retardos (A\y = 1/r1 y Ay = 1/rs) siempre podemos
recuperar ¢, y ¢, y utilizar los Métodos tipo I.

(1= ML)(1— ML) =L= 1+ X)L+ M A7

Igualando términos,

)\1 + >\2 - (151
A1A2 = —¢
Nota III: Para un AR(p) tendriamos la siguiente factorizacién

1—¢L—¢yL? — ... — ¢, L7 = (1 — A L)(1 — A2L)...(1 = A\, L),

donde Ay, ..., A\, se obtienen a partir de las raices del polinomio de retardos de orden p.

!Las raices del polinomio de segundo orden az? + bz + ¢ = 0 vienen dadas por la férmula

—b+ Vb2 — dac —b — Vb2 — dac
= =,
2a 2a



Ejemplo numérico para un AR(2):

Consideremos un AR(2) con ¢y = 0.6 y ¢, = —0.08. Esto es, z; = 0.6z;—1 — 0.082;_2 + a;. Utilizando el
operador retardo L, podemos reescribir este proceso como

Oy (L)z = ay, ®y(L) =1—0.6L + 0.08L>.

Las raices del polinomio de segundo orden 0.08L2? — 0.6L + 1 = 0 son

0.6+ /062 = 40.08) _, 0.6 — /(067 —4(0.08) _,
ry = = = = 9.

2(0.08) R 2(0.08)

Como |ri| > 1y |rz] > 1, el proceso AR(2) generado es CAUSAL.
A partir de las raices calculamos

A =1/(25) =04, A =1/5=02
Podemos factorizar ®o(L) como sigue

1—0.6L+0.08L* = (1 —0.4L)(1 —0.2L).

A continuacién utilizamos los distintos métodos para calcular {1, };>0 :

I-A y I-B:
o =1;
Yy = ¢1 = 0.6;

Yy = ¢y + ¢2 = —0.08 + (0.6)2 = —0.08 + 0.36 = 0.28;

Vg = @3 + 20,65 = (0.6)3 — 2(0.6)(0.08) = 0.216 — 0.096 = 0.12;

[..]

II-A:

Yo =1;

77[}1 =AM +X=04+0.2=0.6;

Yy = A3 4+ Ao + AT = (0.2)% + (0.4)(0.2) + (0.4)2 = 0.04 4 0.08 + 0.16 = 0.28;

Yy = A+ A A3 FA A+ AT = (0.2)34+(0.4)(0.2)24(0.4)%(0.2)4(0.4)® = 0.008+0.0164-0.032+0.064 = 0.12;
[.]

1I-B:

Yo =1;

Wy = A=A (04)°-(02)° _ 0.16-0.04 _ 012 _ 6.
1= X=X — ~04-02 ~— o0z 0z

by = AT=A3 _ (04)°—(0.2)° _ 0.064—0.008 _ 0.056 _ 0.28:
2 A1 =2 0.4—0.2 0.2 0.2 e

by = A1=X5 _ (0.4)*—(0.2)* _ 0.0256-0.0016 __ 0.024 _ 0.12:
37 N—Ae 0.4—0.2 0.2 0.2 4

(]

Notar que si por algiin motivo conociésemos el valor de las raices del polinomio de retardos ry = 2.5 y
ro = 5 pero no ¢y y ¢,, atendiendo a la Nota II, siempre podemos recuperar el valor de estos pardmetros y
utilizar I-A 6 I-B:

M =1/(25) =04, Ay=1/5=02.

A+ A=y N ¢, =044+02=0.6
A1Ag = — ¢y ¢y = —(0.4)(0.2) = —0.08.
En base a los resultados obtenidos,
Zt = O.6Zt_1 — 0.082t_2 + Qt,
tiene la siguiente representaciéon como MA (o0),

Zr = ap + 0.6(115_1 + 0.28045_2 + 0.12at_3 + ...



