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1.

Resultados asintéticos para la media, u.
Descomposiciéon de Wold

Zy=9(L)a; = (1 + 1L+ L? + -+ )ay

Descomposiciéon de Beveridge-Nelson (B-IN)
(L) =V(1)+ (1 - L)Y(L)
donde los coeficientes del polinomio ¥(L) son ¥; = — Dot ¥s

Ejemplos:
MA(1): W(L) = (L=t L) = (L=1py)+ (L= L)T(L) = (L—1p) + (1= L)t
MA(2): U(L) = (1=t L=t L?) = (1=thp1—1b2)+(1=L) [(¢h1 + 2) + Yo L]

Se puede demostrar que:

= Si p > 1 entonces

p
< Q.

v

o o
S Pl < oo =)
§j=0 j=0

Recordad que

~ ~ 12
(2 Vil < oo

o0
co0o—Y
j=0 7=0



DEFINICION: Diferencia de Martingalas (m.d.s)
X, es una diferencia de martingalas si E[X;|X; 1, X; 9,...] =0

[ Que relacion hay entre un proceso m.d.s y un ruido blanco?]

TEOREMA (LGN para la media)
Si Zy = W(L)a; con ) 7, j*? < ooy a; es una diferencia de martingalas

con sup, E|a?| < oo, entonces
1 n
p
— E Z; — 0 cuando n — oo
n
t=1

Prueba:

Zy =W(L)ay = ¥()a; + (1 — L)U(L)ay = W(1)a; + @y — a1

donde a; = V(L)a;

Sumando en ambos lados

1< ra 1.
- ZZt = w(l)L + (@, — ao)
n n n
t=1
y teniendo en cuenta que
Z?:l ay & 0
n

(por alguna LGN para diferencia de martingales) y que

1, ~
E(an — (lo) £> 0
(porque ag y G, estdn acotadas ya que F(a2) = E(a?) < 00).

Entonces

1 n
> Z 5 0=E(Z).
n

t=1



TEOREMA (TCL para la media)
Si Zy = W(L)a; donde Y72 |j][4;] < 00y a; es una diferencia de martin-

gales estrictamente estacionaria y ergodica con V(a;) = 0 < oo. Entonces,

\/—Zt 1 2t d

donde ¥%(1)0? es la varianza de largo plazo.

= N (0, ¥*(1)0?)

Prueba:

JnZ, = Z?:th_ o(1 )Zt 1at+ (dn

n Vi

—(ay, — ao) £ 0 (por la misma razén que antes)

1t

N <, N(0,0%) (por algun TCL para m.d.s)

— d(])

M3|H

y, por lo tanto,

T(1) =L 5 N (0, P2 (1)0?).

Ejemplo: Z;, = ¢Z; 1 + a;

1 1

W)= V=

Entonces,

5 o)

Pensad en como construir intervalos de confianza para la media de un

AR(1). Observad el problema que ocurre con ¢ = 1.



Resultados asintoticos para las covarianzas

2.
(7x) y correlaciones (py)
1o _ _
%zE;(Zt—Zn) (Zevk—2,) 0<k<n-1
Y Pk = ,Vy—';

TEOREMA: Si Z; es un proceso estacionario Z; = V(L)ay, {a:} ~
iid(0,0%) donde > [1;] < oo y E(a}) < oo, entonces para cada k € {1,2,...}

tenemos

p1 P1

vall 2= 7 (& Now.

Pr Pe )

La matriz de varianzas y covarianzas W tiene una expresion muy compleja,

y por ello hay que ir caso por caso:

1. Ruido Blanco: w; =1
Formamos intervalos de confianza:

+1.96——
) \/ﬁ
2. MA(q): wy = [142p3 + 2054 -+~ +202], i > q.
Intervalos de confianza
41,96,/ 24
n

MA(1):



3. Estimacién e Inferencia de un AR(1)

Zy=0Zy 1 +ar; |o|<1; ap~ iid(O,aQ)

Sea {Z;} la solucién causal. Esta serd estacionaria y ergddica.

29 ZiZia

¢ — 2?22 Zt_lat
" Z?:Q Zt2—1

Z?:Z Zt2—1

LN 7, 1a
A_ _\/ﬁZtZQtlt
Vi o) = e

= ¢+

2

% Z?:Q Zt2—1 i E(ZtQ) = 1i¢2

Jr Sits Zeas 5 N (0,V)
Z;_1a; es una diferencia de martingales.
V =Var(Z,_1a;) = E(a?Z? |) = 0c*E(Z2 |) = 1‘7’?

Entonces

Vit (dn—0) 4 N (0,1 - ¢?)
Pensad en como construir intervalos de confianza para ¢. Observad que

pasa si ¢ = 1.



4. Estimacion e Inferencia de un MA(1)
Zy=a;+0a;q; 0] <1; a~iid(0,0%) i>1
Posibles estimadores:

B 0
01—1+92

_ 2ol Ze— Za)(Zis — Z)

~

P1 n —~
Zt:2(Zt - Zn)
( 1—[1—4p]1/2 . ~
A si0< || <05
. -1 si pp < —0,5
0= o
1 si pp > —0,5
0 sipr =0

s BEstimador de minimos cuadrados

ay = —bay_ + Z,

, 2 ; 2
min a; = min Zy —Ba,_1(6
oy 2 = ;( ; -1(0))

Este es un problema de optimizacién no lineal. (Escribe las condiciones

de primer orden y comparalas con las de un AR(1)).

Se puede demostrar que

Jn (é _ 90) L N (0, (1 — 6%)?)



s Hannan-Rissanem

]_. dt :Zt—P[Zt|Zt_1,Zt_2,...]

2. Zt = th_l -+ Uy

é _ Z?:Q Zt&tfl
D tn iy

Mirad la actuacion de este estimador en el programa de E-views.



5. Contrastes para Ruido Blanco

La idea bésica es usar las correlaciones

RPN
DI

para contrastar que

7y = a; = ruido blanco.

Mas formalmente,

Hy: Cov(Zy, Zi—j) =0 j=1,....k

H,: Cov(Z,,Z,_j) #0 para al menos un j

Bajo Hy,

~ ~ A~ A~ /
Pkx1) = (Phpz, e ,Pk)

Entonces,

Estadistico Box-Pierce.

Si hemos estimado un ARM A(p, q) entonces los grados de libertad de-
berian ser k — (p + q).

Una modificacién de Q:

Q" =(n(n+2)> (n—j)"p

=1

Estadistico Ljung-Box.
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