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PROBLEMAS TEMA II.

(1) Supongamos que hay tres sucesos.

(2)

(a) Un individuo posee una relacion de preferencias sobre loterias > que puede ser representada mediante
una funcién de utilidad esperada. Dicha relacion satisface

111 5 11
1 1 1 — ==~ =, =
100~ 0.1.0- 000, (137)~ (513)
Determinar una funcién de utilidad que represente las preferencias >.
(b) Otro individuo tiene posee una relacion de preferencias sobre loterias = que verifica

(1,0,0)~ (0,21 (0,0,1) = (0,1,0) TLogys (L1l
M 7272 ) M b} ) 272, 37373

. Es posible representarlas mediante una funcion de utilidad esperada?

Hay una probabilidad del 1% de que ocurra una inundacién. El gobierno considera cuatro posibilidades
(A) No se evacua a la poblacién, no siendo necesario hacerlo.
(B) Se evacua a la poblacion, no siendo necesario hacerlo.
(C) Se evacua a la poblacién, siendo necesario hacerlo.
(D) No se evacua a la poblacion, siendo necesario hacerlo.
El gobierno es indiferente entre el suceso seguro B y una loteria entre A, con probabilidad p, y D, con
probabilidad 1 — p. También es indiferente entre el suceso seguro C y una loteria entre A, con probabilidad
q, y D, con probabilidad 1 — ¢q. Supongamos que prefiere el suceso A al suceso D y que se satisfacen las
condiciones del Teorema de la Utilidad Esperada.
(a) Encontrar una funciéon de utilidad esperada que represente las preferencias del gobierno.
(b) El gobierno debe decidir dos criterios de evacuacion:
(i) Criterio 1: éste conduce a una evacuacion en el 90% de los casos en los que hay una inundacion y
en el 10% de los casos en los que no la hay.
(ii) Criterio 2: éste conduce a una evacuacion en el 95% de los casos en los que hay una inundacién y
en el 15% de los casos en los que no la hay.
;,Cual es el criterio que elegira el gobierno?

Un individuo tienen una funcién de utilidad u(xz) = Inz sobre cantidades monetarias, una riqueza inicial w y
una probabilidad subjetiva p de que su equipo favorito gane la liga. Sabiendo que elige apostar una cantidad
x¢ a favor de su equipo favorito, determinar la probabilidad subjetiva p.

Un agente averso al riesgo tiene una riqueza inicial de w, pero puede perder D u.m. con probabilidad 7. Puede
comprar un seguro a un precio unitario de ¢, por unidad monetaria asegurada.

(a) Probar que si el seguro no es actuarialmente justo y ¢ > , entonces el agente elige una cantidad de seguro
a* < D (no se asegura completamente).

(b) (riesgo moral) Supongamos ahora que el agente puede reducir la probabilidad de accidente 7 incurriendo
en un gasto por anticipado de z. Es decir si invierte z u.m. entonces la probabilidad de accidente es 7(2)
con 7'(z) < 0, 7”’(z) > 0. Suponiendo que el seguro es actuarialmente justo (¢ = m(z)), determinar el
nivel 6éptimo z* elegido por el individuo.

Consideremos un agente averso al riesgo con la funcion de utilidad v(z) sobre cantidades monetarias y
preferencias

U(F) = /v(z)dF(z)

sobre loterias.
Supongamos que en el futuro hay dos estados posibles que ocurren con probabilidades 7 y 1 — 7 y que el
agente puede elegir entre dos activos, r1 = (1,1) y ro = (0,3) cuyos precios son, respectivamente g1 = 1y
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g2 = 1. (Por ejemplo, el activo ro paga 0 unidades monetarias si (con probabilidad ) ocurre el estado 1y
paga 3 unidades monetarias si (con probabilidad 1 — 7) ocurre el estado 2. La riqueza inicial del agente es w.
Llamamos « a la cantidad de unidades del activo ro que compraria el agente.

(a) Determinar para qué valores de 7 el agente elige « =0 6 o = w.

(b) Suponiendo que la funcion de utilidad del agente es
v(r) =V

calcular la cantidad, «, de unidades del activo ro que compraria el agente. ;Cémo cambia « al variar la
renta inicial w del agente? ;Como cambia a/w al variar la renta inicial w del agente? Calcular los coefi-
cientes de aversion absoluta y de aversion relativa al riesgo del agente. Explicar los resultados obtenidos
utilizando estos coeficientes.

(6) Supongamos que el conjunto de sucesos es finito C' = {c¢p,c1,...,¢n}, donde los sucesos estan ordenados en
orden decreciente ¢y > ¢y = ... = ¢, segun una cierta relacion de preferencias = que satisface los axiomas de
continuidad y de independencia. Sea u una funciéon de utilidad que representa a la relaciéon de preferencias >.
Identificamos al conjunto £ de loterias sobre C' con el simplice de dimensiéon n. Probar que las soluciones de
los problemas

ma; min
pegU(p) y min u(p)

se alcanzan en alguno de los puntos cg, cq,...,Cy.

(7) Un individuo con coche tiene w euros y se enfrenta a tres alternativas (excluyentes) sobre su futuro: (i) con
probabilidad p; sufrira un accidente pequetio, perdiendo L; euros; (ii) con probabilidad ps sufrird un accidente
grave perdiendo Lo > L; euros; y (iii) con probabilidad 1 — p; — p2 no sufrird ningtn accidente y se quedara
con su renta w.

El agente, que es averso al riesgo y maximiza su utilidad esperada, puede elegir entre dos tipos de seguros: (i)
el primero es una péliza con franquicia en la que el agente tiene que pagar r y la compania de seguros le pagara
L;—D en caso de accidente. (ii) el segundo ofrece cobertura parcial. Cuesta r y la compafiia le pagara (1—a)L;
en caso de accidente (0 < a < 1). Supongamos que r = py(Ly — D) +ps (Lo — D) = p1(1 — ) L1+ pa(1 — «) Lo.
Demostrar que el individuo siempre comprara la péliza con franquicia.

(8) Consideremos un agente con una renta inicial de m = 10 y una funcién de utilidad u(z) = In 2 sobre cantidades
monetarias. El agente consume una cantidad ¢ de la renta hoy y ahorra el resto para consumir manana. La
tasa de interés es r = 5/100. Ademéas maifiana el agente recibe una renta adicional que es incierta (por ejemplo,
debido a incertidumbre en el trabajo): con probabilidad # = 1/2 recibe y + a y con probabilidad 1 — 7 = 1/2
recibe y —a,cony =5y 0 < a<5h.

(a) Plantear el problema de eleccion de consumo hoy, ¢, del agente.

(b) Expresar el consumo hoy c¢(a) y el ahorro del agente como funciones de .

(¢) Probar que ¢'(a) < 0, es decir, al aumentar el riesgo en el futuro, el agente consume menos hoy y ahorra
més para el futuro.

(9) Consideremos un inversor con una funcién de utilidad sobre dinero u(z) = z — 522 /100 definida para z < 10,

con preferencias sobre dinero del tipo utilidad esperada de von Neumann-Morgenstern y una riqueza inicial
w. Supongamos que hay dos posibles estados en el futuro uno favorable y otro desfavorable. La probabilidad
de cada uno es 1/2. Supongamos también que hay dos activos. Un bono del estado que tiene un precio de 1
y paga 1 en cualquier caso. Y un activo de riesgo que cuesta ¢ por unidad y paga 2 en el caso favorable y 0
en el estado desfavorable.

(a) Calcular la funcion de demanda/oferta del activo de riesgo bajo la hipotesis de que ¢ < 1.

(b) Dibuja un diagrama de la funcion de demanda/oferta del activo de riesgo {Es un bien normal?

(¢) Supongamos que g > 1. Calcular la funcion de demanda/oferta del activo de riesgo. ?’Cambia algo si se

permiten ventas al corto (ventas negativas del activo)?



(10)

(11)

(15)

Un agente es averso al riesgo y maximiza la utilidad esperada. Tiene una probabilidad de 1/2 de sufrir un
accidente que le costara L/2. Una empresa ofrece un seguro actuarialmente justo. Para aquellas personas que
no contratan el seguro y sufren el accidente, el estado les compensa con L/2. ;Cudl sera la cantidad de seguro
que compra el agente?

Un contribuyente obtiene una renta y. Llamemos z a la cantidad que declara al rellenar su declaracion de la
renta. Suponemos que x < y y que su tipo impositivo es ¢, es decir el contribuyente declara a hacienda que
debe pagar unos impuestos de tx. Con una probabilidad p, Hacienda inspecciona al contribuyente y descubre
su verdadera renta. En este caso, el contribuyente debe pagar los impuestos correspondientes a su renta, es
decir ty, mas una multa 8(y — ) por la cantidad evadida. Si Hacienda no inspecciona al contribuyente, asume
que la declaraciéon presentada por éste es correcta.

(a) El agente tiene una utilidad sobre dinero u(x) de la que sélo sabemos que es averso al riesgo. Supongamos
que la tasa impositiva ¢ y la multa 0 estan determinadas por el parlamento. Si Hacienda desea que el
contribuyente declare su verdadera renta, ;Cudl es la probabilidad minima con la que Hacienda debe
realizar la inspeccién?

(b) Suponiendo que el agente tiene una utilidad sobre dinero u(z) = /x y que p = 0.1, t = 0.3, § = 2,
y = 20.000 euros, calcular la cantidad evadida por el agente.

Un agente con una funcién de utilidad de Von Neumann-Morgenstern sobre dinero v : R — R derivable dos
veces es averso al riesgo (u” < 0). El agente organiza una fiesta. La recaudacion depende del tiempo que hara
ese dia. Sino llueve la recaudacion sera de y euros, mientras que si llueve sera de z euros (suponemos z < y).
La probabilidad de que llueva es p. Una compania de seguros le ofrece un seguro con cobertura parcial: El
agente paga una cantidad gz por el seguro y la compaiia le paga la cantidad (y — z)x si ( y so6lo si) llueve.
(a) Probar que el agente elige un seguro completo = = 1 si el precio del seguro es actuarialmente justo, es
decir si ¢ = p(y — 2).
(b) Probar que si el precio del seguro no es actuarialmente justo, es decir si ¢ > p(y — z) entonces el agente
elige asegurarse solo parcialmente x < 1.

Consideremos un agente con unas preferencias sobre dinero representadas por la funciéon de utilidad u y unas

preferencias sobre loterias que verifican los axiomas del Teorema de la Utilidad Esperada. Su riqueza inicial

es w. Tiene la oportunidad de participar en la loteria nacional con un premio total de P. Si gasta x unidades

monetarias en la loteria su probabilidad de ganar el premio es 7 = z/P. (Suponemos que nunca gastard una

cantidad de dinero mayor que el premio, es decir 0 < z < P)

(a) Calcular las condiciones de primer y segundo orden del problema. Determinar si el agente gasta una
cantidad positiva en la loteria o no, dependiendo de si es averso al riesgo (u” < 0) or amante del riesgo
(u” > 0). (Sugerencia: Interpretar graficamente las condiciones de primer orden)

(b) Calcular la cantidad 6ptima xg de loteria comprada para el caso en que u(z) = —e™%. (Este apartado es,
en principio, independiente y mucho maés facil que el anterior)

Consideremos una economia con dos activos. Un bono del estado que paga 1 en cualquier estado y un activo
de riesgo que paga a con probabilidad 7w y b con probabilidad 1 — 7. Supongamos que las demandas de los
activos son, respectivamente, 1 y x2. Supongamos que el agente tiene preferencias del tipo von Neumann-—
Morgenstern y es averso al riesgo. Su riqueza inicial es 1 y éstos son también los precios de ambos activos.
(a) Dar una condicién necesaria en a y b para que la demanda del bono sea positiva.

(b) Dar una condicién necesaria en a y b para que la demanda del activo de riesgo sea positiva.

Asumiendo que las condiciones obtenidas en (a) y (b) se satisfacen,

(¢) Escribir las condiciones de primer orden del problema de la maximizacion de la utilidad del agente.

(d) Suponiendo que a < 1, probar que dz;/da < 0.

(e) Calcular el signo de dx;/dm.

Supongamos que un individuo tiene preferencias dadas por la funcion de utilidad uy (z1, 22) = mv(z1)+mv(2s2)
con 7y, m > 0, w1 + T = 1. Supongamos que v’ > 0y que v/ < 0. Probar que si el individuo est4 indiferente
entre los puntos (x1,x2) y (¢}, z5) entonces preferira estrictamente el punto

(Az1 + (1= Nz, Mg + (1 — N)ab) 0<i<1
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(16)

(17)

(19)

a cualquiera de los dos anteriores.

Teorfa del arrepentimiento: Supongamos dos loterfas © = (x1,z2,...,25) y ¥y = (y1,¥2,...,ys). Cada uno de
los sucesos ocurre con probabilidades 7, mg,...,ms. El arrepentimiento esperado con la loteria x respecto de
la loteria y es

S
A(z,y) = Zﬂ'sh (max{0,ys — xs})

donde h es una funciéon creciente. Es decir, h mide el arrepentimiento del individuo al elegir x una vez sabe
cual ha sido el estado resultante. Se dice que x es tan bueno como y en presencia de arrepentimiento si
Az,y) < Ay, z).

Supongamos que hay tres estados, que 3 = mo = m3 = 1/3 y que h(x) = /. Considerar las loterias

x=(0,-2,1)
Y= (07 27 —2)
2= (2,-3,—1)

Probar que el orden de preferencias inducido sobres estas tres loterias no es transitivo.

Supongamos que un agente tiene una funcién de utilidad sobre dinero u(x) = x? + ax con a < 0, definida
para x < 5—;, con preferencias sobre dinero del tipo utilidad esperada de von Neumann-Morgenstern. Probar
que para toda funcion de distribucion F,

U(F) = (0*(F) + u(F)?) + au(F)
donde
uP) = [wdr. ) = [(@-uE)) aF

es decir, la utilidad sobre una funcion de distribucion esta determinada por la media y la varianza de la dis-
tribucion.

Calcular las siguientes integrales de Riemann—Stieltjes:

(a) f03 x d([z] — ), donde [z] representa la parte entera de x, es decir el mayor entero mas pequeno que z.
(Por ejemplo [3/2] = [1.5] = 1). (Este ejercicio es muy facil si se representa correctamente la funcion
r- [z].) '

(b) [2 a*dF(z), siendo

0 siz <1

1/3 sil<z<6

5/6 si6<a<10

1 si10 < z.

(c) fooo e~ d(x?).

Supongamos que u(x) es una funcién continua en el intervalo [a,b] y que F(x) tiene una derivada continua
F'(z) = f(x) en ese mismo intervalo. Probar que

b b
/ w(z) dF (z) = / (@) f(z) da.
a a
Aplicar este resultado para calcular otra vez fooo e~ d(x?).

Supongamos un agente averso al riesgo con una funcion de utilizada u(z) sobre cantidades monetarias. Dada
una loteria F' se define la prima de riesgo, para el agente u, como el namero 7, (F, w) definido por la ecuacion

u(w = mu(Fw) = [ ulw+2)dF(:)
R
Probar que si otro agente con una funcion de utilidad v(x) sobre cantidades monetarias es mas averso al riesgo
que u entonces m,(F,w) > m,(F,w) para toda loteria F' y para toda cantidad monetaria w. (Sugerencia:
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utilizar la desigualdad de Jensen: si g es una funcion concava, entonces [ g(z) dF(z) < g ([ zdF(2)).)

Consideremos un agente con una funciéon de utilidad sobre cantidades monetarias
—TrT

u(z) = —e

donde r es el coeficiente de aversién absoluta al riesgo del agente. Las preferencias sobre loterias F' de este
agente verifican las hipdtesis del Teorema de la Utilidad Esperada:

V(F) = /R u(z) dF(z)

Calcular V(F) cuando la funcién de distribucién de una loteria F' es una normal de media p y varianza o2.
Es decir, la funcién de densidad de F' es
1 —(@=)?

= 20
f((E) 0\/%6
Consideremos un agente que maximiza la utilidad esperada y con una funcion de utilidad u(z) sobre cantidades
monetarias que es derivable, estrictamente creciente y estrictamente concava. El agente evaltia un activo cuyo
pago en el futuro ser realiza segin una funciéon de distribucién normal con media p y varianza o2. Por tanto,
la funcion de densidad de pagos del activo es

fz) =
Entonces su valoracion del activo se puede representar por la funcion
ol,0) = [ ula) (@) de
R

(a) Probar que o(u,0?) es creciente en .
(b) Probar que ¢(u,0?) es decreciente en o2.
(Suponer que

1 —(z—p)?
e 202

oV22m

. / _;1;2 _ . i —$2 —_
wgr_noo u'(z)e” ™ = wll)r_{loou (x)e™™ =0)

Consideremos el conjunto de loterias con tres premios: 100, 200 y 300. Fijemos una loteria 7 = (my, ma, 73).
En el simplice de probabilidades, dibuja las loterias que dominan a la loteria 7 estocasticamente de primer
orden.

Supongamos que hay dos agentes cuya funcion de utilidad sobre cantidades monetarias es v(x) = /. Cada
uno de ellos tiene una casa cuyo valor es m. Cada agente se enfrenta (independientemente de lo que le ocurra
al otro) a una probabilidad de 1/5 de que haya incendio y la casa quede destruida totalmente.

En el pais A la regulacion estipula que, en caso de incendio, cada agente tiene que asumir sus propias
pérdidas. En el pais B la ley obliga a que los gastos de los incendios se repartan equitativamente entre los
vecinos.

(a) ;Cual es el valor monetario esperado en cada uno de los paises?

(b) (En qué pais elegirian construir su casa los agentes?

(c) Razonar si la respuesta a los apartados anteriores sigue siendo vélida para cualquier funciéon de utilidad
coéncava sobre cantidades monetarias v(z) y cualquier probabilidad de incendio .

(d) Supongamos que un inmigrante se instala en el pais A y otro en el pais B. jEn cuél de los dos paises
mejoran (estrictamente) los nativos originales?



