TEMA 3: EQUILIBRIO GENERAL CON INCERTIDUMBRE!
10 de noviembre de 2015

En la mayoria de los casos, consideramos una economia con 2 periodos, ¢ = 0 (hoy) y ¢ = 1 (mafiana). Aunque,
este modelo puede extenderse a un ntimero cualquiera de periodos y en algunos ejemplos estudiaremos mas de
dos periodos.

Los agentes conocen los datos de la economia en ¢t = 0, pero desconocen cudles seran los recursos iniciales en

el futuro. Solo saben que ocurrird una de las posibilidades s = 0,1, ..., m. Graficamente,
t=0
t=1
t=2
Consideramos una economia con ! = 1,..., L bienes, ¢ = 1,...,I consumidores y dos periodos: hoy (t =0) y

mafana (¢t = 1). En principio, puede haber consumo en los periodos t =0y ¢t = 1.

Vamos a utilizar la siguiente notacion:
= e R
Ts (.1‘15,1}25,...,31‘1;5)

es una cesta de consumo en el estado s. Con esta notacion, z;s es la cantidad de bien [ que hay en el estado s
(en t =1).

i (i i i
Ts = ($157$2s, ce 7st)
cesta de consumo del agente ¢ en el estado s = 0,1,2,...,m. En particular, x}, es la cantidad de bien ! que el
agente ¢ consume en el estado s.
i i i
Wy = (w1s7w2sa s ast)

son los recursos iniciales disponibles para el agente i, en el estado s.

Al vector
LS
x=(x1,T2,. ., Tsy--.,Tm) ER
se le llama una mercancia contingente. Especifica una cesta de bienes en cada estado s = 0,1, ..., m. Asimismo,
el vector
i i i i LS
= (2], 2y, ..., 28, ..., T) €R
especifica las cestas de consumo xi € R del agente i en cada uno de los estados s = 0,1,2,...,m. En
particular, el conjunto de consumo de cada agente i = 1,2,...,I es un subconjunto X’ C R, Supondremos

lEstas notas son una adaptacién para esta clase del libro de A. Mas-Collell, M.D. Whinston y J.R. Green: Microeconomic
Theory. Capitulo 19.



que las preferencias del agente i vienen representadas por una funciéon de utilidad de la forma
m
wi(a') =y wul(al)
s=0

La cantidad 7% puede interpretarse como la probabilidad (subjetiva) que el agente i otorga a que ocurra el
suceso s =0,1,...,m.

1. EQUILIBRIO DE ARROW-DEBREU

Suponemos que se ha fijado una economia con I agentes y preferencias u;(z) con x € X?, el conjunto de
consumo, y unos recursos iniciales w* € X*, para cadat=1,2,...,1I.

En el modelo de Arrow-Debreu, existen mercados para cada mercancia contingente z;s. Estos mercados se
abren en ¢t = 0 y se fijan los precios p;s de las mercancias contingentes y se firman los contratos que obligan a
los agentes a entregar (y aceptar) determinadas cantidades de cada bien, segin el estado s que ocurra en t = 1.

Definicién 1. Una asignacion z = (z',22,...,2) con z° € RYS y un vector de precios p = (p1,pa, ..., ps) con
ps € RE es un equilibrio de Arrow-Debreu si

1. Paracadai=1,2,...,1, ' es una soluciéon del problema
max ()
zeX*

i

sujetoap-r=p-w

2. le zl = Zle w’ para cada s =0,1,2,...,m

Observacion 2. Los teoremas de existencia y de bienestar para economia Arrow-Debreu no secuenciales se siguen
verificando.

Ejemplo 3. Consideremos la economia con dos bienes, dos agentes y mercados Arrow Debreu siguiente

1/4 (1.0)
(1,0)
1/2 1/4 0,1)
(1,0)
> ya - (0.1)
(1/2,1/2)

1/4 (0,1)



con preferencias u;(z?) = Zi:o (2Inzt, +Inad,).

La demanda del agente ¢ = 1,2, es una soluciéon del problema

méax  u;(z")

2
S.a. Z(plsxzis +p25x§s) =p- wi
s=0
El lagrangiano es
2
L =ui(a’) + Mp-w' =) (prsi, + p2sthy)
s=0
que da lugar a las condiciones de primer orden
oL 2
T —/\pls:O 521,2
63)13 Ls
oL 1
— = — — Ap2s =0 s=1,2
amés més P2s ’
De aqui obtenemos que para cada s = 1, 2,
2= Apls-rlis
1 = \posah,

y sumando, 3 = A(p1s2%, + peszh,) = Apsw’, de donde

Apw' = A(prw] + pow}) = 6

de donde, A\ = p.?m- Sustituyendo este valor de A en las C.P.O obtenemos que
1s 3pls
z :ipwi i=1,2:s=1,2
% Bpas T ’

Las condiciones de vaciado de mercado son:

1=z}, +ai, = (w4 w?
1s 1s 3plsp ( )
l=a), +a3, = (w4 w?
2s 2s 6p23p ( )
por tanto,
Pis = 3P (wl + ’LU2)

1
3
1 1 2
p2s = gp- (W +w’)

y dividiendo, obtenemos que % = 2. Podemos tomar los precios de equilibrio

DP1s = 2,

D2s = 1 s = 1, 2
Ejemplo 4. Consideremos una economia con 2 agentes, 1 bien y 2 estados (en ¢t = 1). La funcion de utilidad
del agente 1 = 1,2 es

Ui(at, @) = miui(y) + myui(e))

con m + 7w = 14 = 1,2. Las funciones de utilidad wu;, i = 1,2 son céncavas. Interpretamos 7% como la
probabilidad que el agente ¢ atribuye al estado s.



Vamos a calcular las asignaciones Pareto eficientes. Utilizamos una funciéon de bienestar social, por lo que los
6ptimos de Pareto son soluciones del problema

) 1 1 1 1 2 2 2 2
méx agmiug (1) + armaug (x5) + aemiug(27) + aamaus(x3)
: 1 2 _
suyjeto a x7 + 2] = wy
1 2
Ty + T5 = wo
Las condiciones de primer orden son
1,701 2,1 (,.2
anmiuy (1) = 71 = aemiug(e)
1,701 2, 1(,.2
anmyuy (23) = Y2 = aemyuy(w3y)
Dividiendo, obtenemos que las asignaciones Pareto eficientes verifican

n _ muy(e)  mup(ad)
v2  myui(ey)  miuh(ad)

Supongamos ahora que las probabilidades subjetivas son las mismas para los dos agentes, es decir, 7} = 72,
s = 1,2. En este caso las condiciones de primer orden dan lugar a las ecuaciones
/ 1 / 2
) (77) o uy ()
/ 1\ = (2
uy(z)  us(a3)

Si ademaés se verifica que wy = ws, (los recursos agregados son los mismos en los dos estados, es decir, no hay
incertidumbre agregada), entonces las asignaciones de la forma

T =) =«
=22 =w—a O=a=w=w =w;
con 1 + 2% = w = z} + 3 son eficientes en el sentido de Pareto. En este caso, los agentes se aseguran

completamente; es decir, el consumo de cada agente no depende del estado.

Ejemplo 5. Supongamos ahora que en la economia del 4, wy = 2 , wy = 1 (es decir, hay riesgo agregado) y
que mi = 77 = w1, T4 = 75 = 2. En este caso, las condiciones de primer orden

miug(zy) _ miup(ad)

myuy(z) iy (a3)

se reducen a

W) _uhd)
ui(zy)  uh(a3)
para una cierta constante k. Vamos a probar que k < 1. Para ello veremos que k& > 1 no es posible. En efecto,
si k > 1, entonces

uy (1) > uy (@)
uj(a) > uh(3)

y como u; es concava (y por lo tanto, u; es decreciente), concluimos que

1.1
T = Ty
2_ .2
L] = Ty

Pero entonces,
2:wi+w%:z}Jrz%:x%er%:w%er%:l
que no es posible. Por lo tanto, k < 1. Supongamos que p = (p1, p2) son los precios de equilibrio. Tenemos que

p1_ muy(zi)  muh(al) _m
pe  moul(xy)  mouh(x3) T m

Si por ejemplo m = 7 = %, entonces ;% < 1, es decir, el precio del bien es mayor en el estado en que es més

2
escaso.



Observacion 6 (Intercambio Secuencial). Consideremos una economia Arrow-Debreu con dos periodos y mer-

cados contingentes en ¢ = 0. Supongamos que T = (Z!,...,Z%) es una asignacion de equilibrio bajo los precios
P1,-- -, Pm- Supongamos que en t = 1 ocurre el estado s y a cada agente se le asigna la cesta

1 _ (=1 —1 —1

Ls = (Ilsvg:Qsa s a‘TLs)

vy que antes de realizar el consumo, se reabren los mercados y los agentes tienen la posibilidad de intercambiar
mercancias. jSe realizara alguna transaccion?

Veamos que no. Para ello supongamos que hay otra asignacion factible 3¢ tal que

I 1
D =)
i=1 i=1
ul(yl) > ul(zh) con alguna desigualdad estricta

Entonces construimos la asignacién y; = zj para | # s. Tenemos que u;(y") = >, ui(y}) > >, uj(Z}) con
alguna desigualdad estricta, por lo que T no serfa un 6ptimo de Pareto.

2. MERCADO DE ACTIVOS

La clave de los mercados Arrow-Debreu es que en ¢ = 0 hay mercados para todos los bienes en cada uno de
los estados. Una idea propuesta por Arrow es que es posible reducir los mercados (en ¢ = 0) a un sélo bien
contingente a cambio de que en ¢t = 1 se reabran los mercados de contado en todas las mercancias.

Un activo es un derecho a recibir una determinada cantidad de un bien (o una cantidad monetaria) en ¢t = 1.
La cantidad recibida depende estado de la naturaleza ocurra. Los pagos que realiza el activo son los dividendos.
Por sencillez vamos a limitarnos a activos que, en cada estado en t = 1, pagan en unidades de un determinado
bien, que en lo sucesivo fijaremos como el bien 1.

Definicién 7. Una unidad de un activo es un vector r = (r1,79,...,75) € R™. El activo r otorga el derecho a
recibir 5 unidades del bien 1 si ocurre el estado s en el periodo t = 1.

Ejemplo 8. r = (1,1,...,1) Este activo proporciona una unidad del bien 1, independientemente del estado
de la naturaleza que ocurra.

Ejemplo 9. Los activos de Arrow son de la forma
r1 = (1,0,0,0,...,0)
ro = (0,1,0,0,...,0)
rs = (0,0,1,0,...,0)

rs = (0,0,0,...,0,1)
es decir el activo r; paga 1 unidad del bien 1 si y sélo si ocurre el estado s.
Ejemplo 10. Sea r un activo. Una opcion de compra r(c) sobre el activo primario r al precio de ejercicio ¢ es

el activo
r(c) = (méx{0,r; — ¢}, méx{0,79 — ¢}, ..., max{0,rs — c})

Es decir r(c) permite comprar el activo r al precio ¢, en ¢t = 1, cuando se conoce el estado s de la naturaleza
que ha ocurrido y antes de que se paguen los dividendos de r.

Una estructura de activos es un conjunto r1,79,...,7, de activos. Estos activos se compran (en ¢t = 0) a
los precios, respectivamente g1, qa, . . . , . Utilizamos ¢ = (q1, ¢z, . .., qx) € R¥ para denotar el vector de precios
de los activos. Si el agente ¢ = 1,2,...,I compra una cantidad zj, de cada activo ry, k = 1,2,...,k, entonces el
vector 2! = (z%,...,25) € R¥ es la cartera del agente 1.

Definiciéon 11 (Equilibrio de Radner). Dada una estructura de activos r1,. .., 7, se dice que
1. un vector de precios ¢ = (q1,...,q) € R¥ para los activos en ¢t = 0,

2. unos precios de contado pi,...,p, € RY (ent = 1),



3. para cada agente ¢t = 1,2,..., T
a) unas carteras z' = (z},...,2,,) € R™; y
b) unos planes de consumo 7' € RS en t = 1.
forman un equilibrio de Radner si
1. Mazimiza la utilidad individual de los agente: Para cada i = 1,2,...,1, la asignacién Z° y la cartera z°

son una solucion de

méx  ug(z’)

i, 2zt

k

. i i_ i

s.a po-xg+ E qjz; = pow
J=1

k
i i Z i
Ps Ty = PsWg + Pis Z5Tsj
J=1

2. Vacia los mercados de bienes y activos:
a) Zi[:l z}c = 0 para cada activo k =1,2,...,k
b) Zle Tl = Zle w’ para cada estado s = 0,1,2,...,m.

Observacion 12. Si los precios de los activos ¢ = (q1,...,q1) € R¥ y los precios de contado py,...,ps € R

forman parte de un equilibrio de Radner, entonces en cada estado s = 0,1,2,...,m, la asignacion z* € RES
es un equilibrio de Walras, en la economia en la que las utilidades de los agentes son w;, ¢=1,2,...,1 y sus

recursos iniciales son

Kk
i i .
wSJrE Zirs; 1=1,2,....1
j=1
A la matriz
i1 Tiz - Tig
21 T22 0 T2k
R = ( L T2 Tk ):
st Ts2 - Tkk

se le llama la matriz de rendimientos.

Ejemplo 13. Consideremos el siguiente ejemplo con un bien y dos estados en t = 1.

wh=1  W=2

WL,=5 W2,=1



Las funciones de utilidad de los agentes son
ui(zt, ) = Inzd + Inah i=1,2

Se comprueba facilmente que el equilibrio de Arrow-Debreu es

xl, =714 x2,=5/4 p,=2

xL,=7/2  x2,=5[2 p,=1

Supongamos ahora que se restringen los mercados y en ¢ = 0 sblo es posible contratar un activo de la forma
r = (1, —a). Probar que s6lo hay equilibrio de Radner si a = 2 y calcular el equilibrio para ese valor de a.

Supongamos que el agente i compra o unidades del activo r. La restriccién presupuestaria para el agente i
ent=1es
pr, = pwi+pa
p2$§ = pzwé - p2aai
simplificando las dos ecuaciones, obtenemos
i = wi+a
rh = wh—ad

2:

—

es decir, llamando o = o' y exigiendo que a —at (por la condicion de que los mercados de activos en t =0
se vacifan) obtenemos que esta cartera permite los consumos siguientes para los agentes

Agente 1 Agente 2
wl +a w2, - o
wl, - aa w2, + aa

Y si el agente i compra o unidades del activo r su utilidad es
v(a') =In (v} + ') + In (w} — o'a)

La condicién de primer orden es

cuya solucién es

. wh —aw
O[l _ 2 1
2a
La condicion de vaciado del mercado de activos es
ol = —a2
es decir
1 1 2 2
Wy —awy _ wjy — awy
2a 2a
de donde

1 1_ .2 2
Wy — QW = QW] — W;



y obtenemos que so6lo hay equilibrio si se verifica
_wytw
a=——5=2
wi + wy

Para este valor de a obtenemos
1 3 2 3
ot = = a® = ——

4 4
La asignaciéon que se obtiene con esta cartera es la misma que la que se obtiene en el equilibrio de Arrow-Debreu

y, por tanto maximiza la utilidad de los agentes en el conjunto presupuestario. Por lo tanto,

xt, =74 x%,=5/4 p,;=2
x, =72 x%,=5/2 p,=1
al =-a2=3/4

es el equilibrio de Radner cuando a = 2.
Ejemplo 14. Consideramos ahora el ejemplo 3 pero considerado como una economia de Radner con activos
r1=(1,1) ro = (2,0)
Hemos visto que, el equilibrio de Arrow-Debreu los precios eran
p=(21), p2=(21)

y los consumos de los agentes son 2% = % en todos los estados. Graficamente,
p,=(3,1) XL, = (1/2,1/2) = x2,
precios consumos
p,=(1,1) x1, = (1/2,1/2) = x2,

Vamos a ver si este equilibrio puede ser parte del equilibrio de Radner. Necesitamos encontrar los precios de
los activos y las carteras de los agentes. Elegimos los precios de los activos

@1 = puntp2=4
@ = 2pn=4
Es decir, el precio del activo r; es el valor de la cesta r; con los precios del equilibrio de Arrow-Debreu.
Ahora elegimos las carteras. En el equilibrio de Radner debe verificarse que
1. la cartera 2%(s = 1,2) del agente i y la cesta del agente x* son una soluciéon del problema
@12} + g2z =0
p1(x] — wi) = priz] + 2p11z5

pa () — wy) = p1oz}



2. y los mercados de mercancias y activos se vacian
1 2 _
zg +2;=0
1 2 _ 1 2 _
T, + 5 =w; +w; s=1,2

En particular, para el agente 1

(2.1) qlz% + qué =0
1
(2.2) —pi(2} —w}) = 2} + 22}
Pb11
1
(2.3) —pa(zy —wy) = 2
P12

Queremos que la solucion del problema de Arrow-Debreu

1
Zho= i s k=1,2

2
también lo sea del problema de Radner. Como deber verificarse las ecuaciones 2.2 y 2.3 tenemos que
—% =z + 2%
i
cuya solucién es la cartera del agente 1:
zZ = %
z = —%
Elegimos la cartera del agente 2 de forma que se vacien los mercados de activos, es decir,
72 = —%
7= %

Observamos que también se verifica las ecuaciones

1
—pi(z? —w?) = 27 222
P11
1
—pa(a} —w3) = 2}
P12
Vemos que
' + 22 =(0,0)
y
4+ 72 = ol + o?
Ademas

@7+ q2Z5 = (pr1 + p12)Z) + 2p11 74 =
= (p112} + 2p1173) + p127s =
= p1(z} — @}) + pa (T — wh) =0
por lo que también se verifica la ecuaciéon 2.1. Hemos visto que la asignaciéon de Arrow-Debreu también verifica

las restricciones presupuestarias del equilibrio de Radner. Supongamos que tenemos otra asignacion z* que
verifique las restricciones de Radner con la cartera 2!, 2. Es decir,

QA+ =0
Pl(fi - wi) = Pllff + 2]9112;

pa(&h — wh) = p12f] i=1,2



10

y supongamos que se vacian los mercados de activos
Sa4+3E=0

y de mercancias

Entonces para cada agente i = 1,2
p1(#] — wi) + pa(8h — wh) = p112] + 2p1125 + p12dh
= (p11 + p12) 2} + 2p11 %5
=@ + g5 =0
es decir, 2° verifica la restriccion del problema de Arrow-Debreu y entonces u;(zZ°) > u;(2"). Concluimos que la

asignacién de Arrow-Debreu Z°, maximiza la utilidad del agente en el conjunto presupuestario de Radner, por
lo que también es un equilibrio de Radner.

(Cual es la diferencia con el equilibrio de Arrow-Debreu? En el equilibrio de Radner, los agentes firman (en
t = 0) los contratos 2%, donde s,i = 1,2. Por tanto, cuando ¢ = 1 sus recursos iniciales son

(1-3/4,1)=(3/4,1) (0+3/4,00=(3/4,0)

agente 1 agente 2

0+3/4,0)=(3/4,0) (1-3/4,1)=(3/4,1)

mientras que las preferencias sobre consumo de los agentes son
O AN i i
us(xl,, xh,) =2Inzi, +Inas,; i =1,2

en cada estado s = 1, 2. Por ejemplo, supongamos que (en t = 1) ocurre el estado s = 1. En ese caso, los agentes
se encuentran con la economia siguiente:

Recursos iniciales: w' = (1/4,1); w? = (3/4,0)
Preferencias: u’(z,y) = 2Inz +Iny;i = 1,2

Vamos a realizar el ejercicio de calcular el equilibrio de Arrow-Debreu de esta economia y comprobaremos que
la asignacién corresponde a la encontrada para el equilibrio de Radner en este estado s = 1.

Las demandas de los agentes se obtienen resolviendo,
mix 2lnz+Iny
sa pirtpy=p-w =t
Las C.P.O son

2
—=An
x
1
— = Ap2
Y
es decir, 2 = Ap1x ; 1 = A\pay
Sumando 3 = A(p17 + p2y) = At?, de donde
3
A - —
tl
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Asi, la demanda del agente i = 1,2 es

;2 2t
r = —=——
Ap1 3p1
;1
Y Ap2  3p2

Como de costumbre, las condiciones de vaciado de mercado son

2
1:x1+x2=37?1(t1+t2)

L=y '+ = %(h%-tg)
Dividiendo ambas ecuaciones, obtenemos
o
;m

Con lo que podemos tomar p; = 2 ps = 1. Estos precios son los precios p11, po1 del equilibrio Arrow-Debreu.
Con estos precios obtenemos la demanda de cada agente. En primer lugar,

1

t1 =2 1-1—1 1—3

Ty T2

3 3

th=2-241.0="2

2 4-1- 0 5

luego

3pr p1 2 3ps 2
2_2t _1 ootz 1
3pr 2 3pa 2

y vemos que coinciden con las asignaciones de Radner para el estado s =1 en ¢t = 1.

(Cuando funciona este método? Vemos que lo podemos aplicar siempre que sea posible resolver los sistemas

1 _ _ . .
le(i"i —wi) = 2] + 225
1 _ _ .
EPQ(@_UJE):% 1=1,2

donde T es la asignacion en el equilibrio de Arrow-Debreu. Las incognitas son zi k = 1,2. Por tanto, la matriz
de los coeficientes del sistema es la matriz de dividendos

(1)

y una condicion suficiente que garantiza que siempre haya solucion es que rg(R) = namero de estados. Esto
motiva lo siguiente

Definicion 15. Supongamos que en un mercado de activos hay m estados posibles en ¢t = 1. La estructura de
activos r1,732,...,7, es completa (o los mercados son completos) si rg(R) =rg(ry ... rx) =m

Un ejemplo de estructura de activos con mercados completos son los activos de Arrow. El siguiente resultado
permite reducir los Equilibrios de Radner a los equilibrios de Arrow—Debreu, cuando los mercados son completos.

Proposiciéon 16. Supongamos que los mercados son completos. Si los planes de consumo y los precios de
contado
.7t eRES pyp, €RE
constituyen un equilibrio de Arrow-Debreu, entonces existen unos precios para los activos y unas carteras para
los agentes
Q,-eqe Z4,..., 2L e RE
tales que

=1 =1 =1 =1
r,...,& P1y--sPm q1y---549k Y 2552
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es un equilibrio de Radner.

Demostracion

Recordemos que el equilibrio competitivo de Arrow-Debreu z!,...,Z! con los precios pi, ..., pm maximiza la
utilidad de cada uno de los agentes i =1,2,...,1
(2.4) max  u;(z’)
(2.5) sa '€ Bi

en el conjunto presupuestario

(2.6) Bl = {x’ EI&L_S :Zps~(xiwé)—0}
s=0
y vacia los mercados de mercancias
I
(2.7) Z (i:; — wi) =0, en cada uno de los estados s =0,1,2,...,m
i=1

L ...,z! junto con los precios pi,...,pm forman parte de un equilibrio de

L ...,Z' y unos precios qi, ..., qs para los activos tales que para
I maximiza la utilidad

Para probar que la asignaciéon z
Radner tenemos que encontrar unas carteras z
cada uno de los agentes i = 1,2,...,I la asignacién z',...,%

méx  u;(z?)
sa '€ B}

donde ahora el conjunto presupuestario es

(2.8) By ={z' e REY: existen zi,...,zL € R™ tales que
k
(2.9) o~ xh+ Y 4525 = pow)
j=1
k
(2.10) ps - (28 —w') = pis Zz;rsj s=1,2,...,m}
j=1

En el equilibrio de Radner ademas de vaciarse los mercados de mercancias (ecuacion 2.7), también es necesario
que se vacien los mercados de activos

I
(2.11) > =0

=1
Dado el equilibrio de Arrow—Debreu,
:Z.lw"?jI b1, y Pm
elegimos los siguientes precios para los activos
m
(2.12) G => prsrs; J=1,...k
s=1
Es decir el precio del activo r; es el valor de la cesta r; bajo los precios del equilibrio de Arrow—Debreu.
Tenemos que elegir las carteras. Para cada uno de los agentes ¢ = 1,2,...,1 y para cada estado s =
0,1,2,...,m definimos
, 1 » ,
th=—p - (ZL—wl) s=1,....,m
Dis

La cantidad _
Ty — wyg
es el exceso de demanda del agente ¢ en el estado s. Los precios
1

DPis

b1
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son los precios de Arrow Debreu en el estado s normalizados de forma que el bien 1 se convierte en el numerario.
Por lo tanto t% es el valor del exceso de demanda del agente ¢ en el estado s expresado en unidades del bien 1.

Observamos que

I oy 1 I
i —i i —i i
(2.13) Dote=D pe (F—wh) = ——pe- Y (7 - wi) =0
=1 =1 Pis Pis i—1

por la ecuacién 2.7. Para cada agente ¢ = 1,2,...,I — 1 consideramos el sistema lineal

1 = T2y +riezs 4Tz

ty = ro1z] +7reezy + - rokz

by = Tmi2] +Tm225 + T2y

donde las incognitas son las carteras de los agentes. Para escribir el sistema en forma abreviada definimos el
vector

th=(th,... th)
Observemos que por la ecuacion 2.13 se verifica que
(2.14) th+2 4. +tl =0
El sistema lineal anterior puede escribirse como
t'=R-2' i=1,2,....1—1

donde la matriz de coeficientes R coincide con la matriz de dividendos. Como los mercados son completos se
verifica que rg(R) = m y el sistema tiene al menos una solucion.

Para cada agente i = 1,2,...,I — 1 elegimos su cartera z* = (z},...,z}) como una solucion cualquiera del
sistema anterior y para el agente I elegimos la cartera
sl sl _ . _ -1

Claramente, estas carteras vacian los mercados de activos. Por la ecuacién 2.14, tenemos que

79 S N B £
=—Rz'—Rz*-...—Rz!7!
=Rz -2 ... 5
=R-Z

Por tanto, también se verifica que t/ = Rz! y tenemos que
t'=Rz"  i=1,2,...,1

Y escribiendo el sistema explicitamente, esto significa que
k
(2.15) ps - (Th —wi) = p1s erjijz- para cada¢=1,2,...,] yparacadas=1,2,...,m
j=1

es decir, la asignacion Z° verifica la restriccion 2.10 para la cartera z°. Por otra parte,

k k m
Z 4 ’J’: = Z 2; Zplsrsk (Por la ecuacion 2.12)
j=1 j=1 s=1

k

m

= E Pis E Ty (reagrupando los términos)
s=1 k=1
m

= Zps . (i‘é — wz,) (Por la ecuacion 2.15)
s=1

= —po - (% — wé) (Por la ecuacién 2.6)
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Por tanto, la asignacién #' verifica la restriccion 2.9 para la cartera z°. Concluimos que Z° € BS para cada
agentet =1,...,1.

Supongamos ahora que para cada agente ¢ = 1, ..., I tenemos otra asignacion 2* € B5. Entonces existen unas
carteras 2* tales que

k
(2.16) Po- &5+ q;25 = pow
j=1
k
(2.17) P (B —wi)=pi. Y Zirg s=1,2,...,m
j=1
Por tanto,
m m k
Zps (2 —wl) = Zpls Z Zirsj (Por la ecuacién 2.17)
s=1 s=1 j=1
k m
= Z Z; Z P1sTS] (Reagrupando los términos)
j=1 s=1
k
= Z 42 (Por la ecuacion 2.12)
j=1
= —po - (T — wh) (Por la ecuacion 2.16)
por lo que #* € Bi. Y como Z* es un equilibrio de Arrow-Debreu, tenemos que u;(z%) > u;(2%), i=1,2,...,1.
Concluimos, por tanto, que Z* maximiza la utilidad de cada agente i = 1,2,..., I en el conjunto presupuestario

Bj. Ya hemos visto que vacia los mercados de contado para las mercancias y también se vacian los mercados
de los activos. Concluimos que Z!,...,Z! es equilibrio de Radner, con los precios de los activos y las carteras
indicadas.

Lemma 1. Consideremos una estructura de activos r1,72,...,7,. Supongamos que existe un equilibrio de
Radner en el que los precios de los activos son ¢ = (¢1,- .., qx). Entonces existen g1, ..., i, > 0 tales que

(2.18) ’ G =" T jzl,...,k‘

En notaciéon matricial,

qdk Ms
6 también
(CIl7~-~>(Ik) = (,U/la-'-y,us) ‘R

Demostracién: Fijamos un agente ¢ = 1,...,I. La cartera 2’ y los consumos x* del agente i son una solucién
del problema
max  u;(x)
T2t
k
i i i
sa po-xh+ Y g2 = pow
Jj=1

k
ps~xszpsws—|—plsg ZiTsj s=1,....m
=1
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El lagrangiano de ese problema es

k m k
L=t 4% {po- (wh —ab) = D5z | + D X (2o (wh =0 40D 5y
J=1 s=1 j=1
es decir,

k m
—|— Z )\ U) — .’E + Z <Z )\ipls'rsj - )\%qu> 2
j=1 s=1

Las condiciones de primer orden respecto a zj, son
aui

i

oz,

=Nps s=0,....m; I=1,...,L

Como la funcion de utilidad es creciente y los precios son positivos, vemos que
i _
Ay >0 5=0,...,m

Las condiciones de primer orden respecto a z; son

m
b= Apirs =1k

Definimos

Aipls >0
PY I

m
= E HsTsj
s=1

Observacion: Las condiciones de primer orden de cada agente permiten definir unos multiplicadores ps que
en principio pueden ser distintos para cada agente.

Hs =

con lo cual

Proposicion 17. Supongamos que los mercados son completos. Entonces, Si los planes de consumo, los
precios de contado, los precios de los activos y las carteras

—1 —i LS L 21 =1 k
..., eRY” p1,...,pm €RY q,...,r €R z°,...,2" €R
forman un equilibrio de Radner, entonces existen unos multiplicadores

Hiy .oy Bm 6R++

tales que la asignacion contingente y los precios de contado

:El,.‘.,fl GRiS mpl,...,,umpme]Ri

constituyen un equilibrio de Arrow-Debreu.

Demostracion:
Por el Lema 1 podemos encontrar unos i1, - . ., i, > 0 tales que
m

(2.19) G = psrej J=1,....k

Vamos a probar que la asignacion Z', ..., %! y los precios pip1, .. ., tmpPm son un equilibrio de Arrow-Debreu.

En primer lugar observamos que como Z', ..., Z! es parte del equilibrio de Radner se verifica que

k
(2.20) po- (T —wp) = = 47
j=1

(2.21) ps - (2L —w') = erj 5=1,...,m2§-
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Entonces,

m m k
Zusps (7 —wl) = Z Ls Z rsj,i; (por la ecuacién 2.21)
s=1 s= j=1

m
(Z ,usrsj) 2;- (reagrupando los términos)
s=1

k

qu; = (por la ecuacion 2.19)

k
j=1
j=1
= —po-(Th —wh) (por la ecuacion 2.20)

1

es decir, la asignacion z', ...,z satisface la restricciéon presupuestaria

m
i i
E HsPs * (l‘s —’LUS) =0
s=0
Supongamos que tenemos otra asignacion y',...,y’ que satisface la restriccién presupuestaria

m
Zﬂsps : (y; - w;) =0
s=0

Como los mercados son completos, podemos encontrar unas carteras #',..., 07 € R* tales que
k
Ps yg—w E ng] 1,..., 7=1,....m
Entonces

m

k k
2ty = 2D wral
=1 j=1

m k
@
= E s E 75505
s=1 j=1

- Z,usps - (yh = wl) = —popo - (yo — wp)

Entonces, la cesta 3’ para i = 1,...,I satisface las restricciones del equilibrio de Radner. Como la asignacién
z" para cada ¢ = 1,..., I maximiza la utilidad del agente i en el conjunto presupuestario de Radner, tenemos
que

wi(Z) > wi(y') j=1,...,1
Este razonamiento demuestra que la asignacién Z* para cada i = 1,...,] también maximiza la utilidad del
agente ¢ en el conjunto presupuestario

Z:U'sps : (1'; - w;) =0
s=0

Ademas los mercados de mercancias se vacian, ya que esta es una de las condiciones del equilibrio de Radner.

Por lo tanto la asignacion z',. ..,z y los precios pp1,. .., ftmpm constituyen un equilibrio de Arrow-Debreu.

3. MERCADOS DINAMICAMENTE COMPLETOS

Ejemplo 18. Consideremos una economia de intercambio con los recursos iniciales que se presentan en la figura
siguiente



1/4
(1,0)
112 1/4 (0,1)
(1,0)
0,1
1/2 1/4 ©.1)
(1/2,1/2)
174 >(0,1)
y los activos cuyos dividendos son
1 T2
€0 0 €o 0
e11 |0 e |0
ez |0 ez |0
ea1 |11 ean |2
ez | 1| ea |1
€3 | 1| eas |1
€24 | 1] e |0
En forma de arbol,
1
1/4 1/4
0 0
172 1/4 1 1/2 1/4
activo 1 activo 2
0 0
1
1/2 1/4 1/2 1/4
0 0

1/4 1 1/4
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Las preferencias de los dos agentes son

ui(z') = Zﬂ's Inzli=1,2

En primer lugar, vamos a calcular los equilibrios de Arrow-Debreu de esta economia, ignorando los activos.
Dados los precios de contado p1,ps,...,ps, €l agente ¢, elige una cesta &' que maximiza

méx g (z?)
sa Ype-zi=Y pout
S S
el lagrangiano del problema es

L:ZwslnxiJr)\ins'(wifxi)

y obtenemos las condiciones de primer orden,

T .
m—f =ANpss=0,1,2,...
S
de donde 7, = \ip - 1 y sumando obtenemos
m
D SERET) SRR g
s=0 s s
de donde
PR
21 Dy
y como
. g
= —
* o Nips
tenemos que
i Ts i .
xL = prw 1=1,2;s=0,1,2,...
S 3p5 ; l

La condicién de vaciado de mercado es

. 2 _ 1 2
1 =w, +w; =z, +z;

Ts 1 2
= p(w; +w
e S+ )
Ts
= b
3ps ;
y eligiendo >, p; = 3, tenemos que ps = 7, s = 0,1,2,... son los precios de equilibrio. Sustituyendo en la

funciéon de demanda de cada agente, obtenemos la asignacién de equilibrio
i 1 i
T
1
y sustituyendo los datos del problema que
$s=0,1,2,...,m
s=0,1,2,...,m

Resumiendo, los consumos en la asignacion de Arrow-Debreu son



(213,1/3)

(2/3,1/3) <
1/2 1/4 (2/3,173)
(2/3,1/3)
D s (213113
y los precios en la asignacién de Arrow—Debreu(5201/13 1/3)
1/47>~(2/3,1/3)
=1/4
=1/2 <
=1/4
Po=1
=1/4
Ahora representamos los excesos de demanda @12])5 ]dl del agente 1
Pu=1/4
-1/3

-1/3

<
N LT

19
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y del agente 2,

1/3
1/3
-21/3
1/3
-21/3
-1/6
-21/3

Supongamos ahora que no disponemos de mercados Arrow-Debreu y que los tinicos instrumentos para realizar
transacciones son los activos y los mercados de contado. También suponemos que es posible negociar los activos
en cada uno de los nodos.

Vamos a calcular la cartera y la estrategia de intercambio del agente 1. En primer lugar, fijémonos en el nodo
e11. En este nodo el agente 1 comprard #; unidades del activo 1 y 0 unidades del activo 2 de forma que se
satisfaga el exceso de demanda en los nodos es1, €29, es decir

1

91+292=—§
2
01+92=§

Obtenemos 0 = —1,0, = %

Anéalogamente, en el nodo es; comprara 0, unidades del activo 1 y 65 unidades del activo 2 de forma que se
satisfaga el exceso de demanda en los nodos ea3 y eo4. Por tanto,

2
91+92=§
2

9125

de aqui obtenemos 61 = 2/3, 6, = 0.

Como puede financiar estas carteras? Para determinar esto, vamos a calcular primero los precios de los activos
en cada nodo. Para el activo 1 obtenemos

1 1 1

nodo eqq : 14_1:5

1 1 1

nodo eqs : 14_1:5
1 1 1 1

nodo eg : 14_1_’_1_,_1:1

Ahora queremos expresar esto en términos del bien numerario. Por tanto, hay que dividir por ps y obtenemos
los precios normalizados del activo 1,



g, =1
qh=1
q',=1
Analogamente, los precios del activo 2 son:
1 1 3
d : - 24 -=-
nodo e 1 + 1 1
1 1
d : Z.1==
noao €19 1 4
3 1

nodo ey : 1 + 1= 1

y normalizando los precios en términos del numerario obtenemos

9%,=3/2

9*,=1/2

{Como interpretar esto? Por ejemplo en el nodo e;; podemos cambiar una unidad del activo 1 por una unidad

del bien y una unidad del activo 2 por % unidades del bien.

Volvamos a la cartera del agente 1. En el nodo ej; su exceso de consumo es —% pero ademés debe financiar

su cartera 61 = %, 0> = —1 que, en términos del bien numerario, le cuesta
5 3 1
Z.1-1.2=2
3 2 6
Por tanto, el exceso de demanda total del agente 1 en el nodo e es —% + % = —%.
Analogamente, en el nodo ej5 su exceso de consumo es % pero para financiar su cartera 6; = %, 02 = 0 que le
cuesta
2 140 L_2
3 2 3

necesita % del bien numerario adicionales. Por tanto, su exceso de demanda total en el nodo 112 es % + %

5

=5

21
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Por tanto, en t = 0, necesita comprar una cartera que financia estas necesidades en t = 1, es decir, elige 6,
unidades del activo 1 y 03 unidades del activo 2, de forma que

3 1
01 +6— = ——
1+ 25 6
1 5
01+ 60— =—
1+ 2575

de donde 8, = %,02 = —1.

Por tanto, la estrategia del agente 1 es comprar las carteras que se muestran en la figura

0L,=5/3 oL,=-1

65,=2/3 g1,=0

La restricciéon presupuestaria de activos requiere que la cartera del agente 2 sea la que se presenta en el drbol
siguiente

02,=-5/3 6,=1

02,=-4/3 62,=1

Veamos como interpretar estos resultados. En el nodo ey en (¢ = 0) el agente 1 tiene una unidad del bien,
consume % y utiliza el % restante para comprar % del activo 1 y vende al corto una unidad del activo 2. El
precio de esta cartera es

4 1
— 14+ (=1)-1==
3 (=1) 3

En el nodo ejq, el agente 1 tiene también una unidad del bien 1 a la que anade el valor de su cartera que es

4
,.1_1.§:_1
3 2 6

Dispone por tanto, de 1 — % = % unidades del bien 1. Con esto compra la cartera 61 = g, 0> = —1 al precio

1.2 .31
326

y le queda % — % = % que dedica al consumo.

Anéalogamente, en el nodo ejo el agente tiene

L
2

1=1-

W~

1 4
2 3
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y necesita

2 1 4
Z140-2)=2=
+(3 + 2) 3

Finalmente, en cada uno de los nodos de t = 2, estas carteras financian su exceso de demanda.

4. ARBITRAJE

Definiciéon 19. Dada una estructura de activos R y un sistema ¢ € R’j_, decimos que hay arbitraje si existe
una cartera z € R* tal que

qg-2=0
R-z2>0

Decimos que, dada la estructura de activos R, el sistema de precios q € Rﬁ esta libre de arbitraje si no hay
arbitraje en la economia.

Esto significa que no hay una cartera factible en el periodo t = 0 y que proporcione unos dividendos no
negativos a todos los estados de t = 1 y un dividendo estrictamente positivo en alguno de los estados.

Observamos que en equilibrio (de Radner o Arrow-Debreu) no puede haber arbitraje. Ya que si lo hubie-
ra, los agentes podrian aumentar su utilidad anadiendo a la cartera de equilibrio una cartera con arbitraje.
Formalmente,

Proposicion 20. Supongamos que las preferencias de los agentes son estrictamente crecientes. Si q son los
precios de los activos correspondientes a un equilibrio de Radner, entonces estos precios estdn libres de arbitraje.

Demostracion: Supongamos que Z° € RES son las asignaciones p, € RZ los precios de contado, ¢ los precios de
los activos y 2 € R” las carteras correspondientes a un equilibrio de Radner. Entonces se verifica la restriccion
presupuestaria

q-z=—po- (y— wp)

k
i i i
ps-(xs—ws)zg s s=1,2,....,m
Jj=1

Veamos que no puede haber arbitraje. Para ello probaremos que si arbitraje entonces llegamos a una con-
tradiccion. Supongamos entonces que si hay arbitraje. En este caso podemos encontrar una cartera 2 € R¥ tal
que

q-2=0
R-2>0
Consideremos ahora la cartera #” = z* 4 2. Entonces
0" = qz' + g2 = —po - (y — wp)

por lo que el agente i = 1,2,..., I puede comprar esta cartera en t = 0. Ademés en ¢t = 1 se verifica que

k k k
pe- (@ —w) =D Erg <3 (4 ) rg = Oiry s=12,...,m
Jj=1 j=1

<
Il

con desigualdad estricta para algin estado s = 1,2,...,m. Por tanto, con la cartera #’ el agente i obtiene al
menos la misma renta en todos los estados s = 1,2,...,m y en alguno de ellos obtiene una renta estrictamente
mayor. Por lo tanto, puede aumentar su consumo en al menos un estado de ¢ = 1. Como las preferencias
son crecientes, concluimos que Z' no maximiza la funcién de utilidad del agente. Por lo que no puede ser una
asignacién correspondiente a un equilibrio de Radner. Por lo tanto, no puede haber arbitraje.
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4.1. Valoracién por arbitraje. Supongamos que tenemos una estructura de activos R = (r1,79,...,7%) > 0
y unos precios qi, ..., qr bajo los que no hay arbitraje. Vamos a demostrar que si
r3 = Q1T + Qorg con ry,r9 >0

entonces g3 = a1q1 + a2q2. En efecto, supongamos que, por ejemplo g3 > a1q1 + asqe. Elegimos € > 0 lo
suficientemente pequeno para que se verifique

g3 > (a1 +€)q1 + @22
Vamos a probar ahora que, con la cartera z definida por

21 =01 +¢€

Z9 = 0

zZ3 = -1

Z4 = 25 = - = 0
hay una oportunidad de arbitraje bajo los precios q1, g2, - .., qk-

El valor de la cartera z es
q-z2=q (a1 +e€)+qaz—q <0

y los dividendos son

2171 + 299 + 2373 = (@ + €)1 + Qarg — T3
= @111 + Qoo — 13+ €ry
=er1 >0

Por tanto, z realiza una oportunidad de arbitraje. Esto significa que g3 > a1q1 + a2g2 no era posible. Analo-
gamente podemos descartar g3 < a1q; + a2g2 y concluimos que ¢3 = a1q1 + a2gs.-

Ejemplo 21. Supongamos que hay dos activos 1 = (1,1) y 72 = (3+«, 1 —«) con o > 0. Supongamos que con
los precios ¢ = 1 y g2 no hay arbitraje. Dado un ntimero 1 < ¢ < 3, los dividendos de una opcién de compra
sobre el activo 19, con precio de ejercicio ¢ son

ra(c) = 34+ a —¢,0)
Vamos a valorar la opcion de compra r3(c). En primer lugar buscamos a,b € R tales que
ro(c) = ary + brag
esta ecuacion da lugar al sistema lineal

3+a—c=a+3b+ba

0=a+b—ba
cuyas incognitas son a y b. La solucion es
3fa—c 3ta—c
2+ 2« ( ) 2+ 2«
de donde
3+a—c 3+a—c
S 1) =~
ra(€) = Gige -G
por lo que, utilizando no arbitraje, el precio de la opcién es
3+a—c 3+a—c
e RS TR e e
2(¢) = 5oy TG
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5. PROBABILIDADES DE RIESGO NEUTRO

Proposicion 22. Consideremos una estructura de activos r1,7s,...,7, > 0. Entonces, un sistema de precios
q1,92,-- -, qx esta libre de arbitraje si y solo si existen puq, ..., us > 0 tales que
(5.1) ’ q; :Z:L:O,usrsj j=1,... .k

En notaciéon matricial,
q1 241

gk Hs

[eN

(a1, qk) = (p1, ... ps) - R

Demostracion:

Demostracion de (=): Como todos los pagos de los activos son positivos, si el precio de algin activo
k=1,2,...,k es cero, gy = 0, entonces podemos elegir la cartera

zi=0 si i#k, zr =1

Esta cartera cuesta ¢,z = 0 y los dividendos futuros son 7y, los pagos del activo k, por lo que habria arbitraje.
Por tanto, si no hay arbitraje se verifica que todos los precios de los activos g > 0 para todo k =1,2,... k.

También, si ocurre que todos los pagos de todos los activos son 0 para algin estado, podemos ignorar ese
estado y hacer el razonamiento siguiente para el resto de los estados. De esta forma podemos suponer que en
ninguna de las filas de la matriz de dividendos, R es nula (es decir, no todos los elementos de la fila son 0).

Supongamos ahora que los precios ¢ = (g1, ¢2, . . ., qx) estan libres de arbitraje. Consideramos el conjunto

V={Rz:2z€R* g¢.2=0}CR™

El conjunto V' es un subespacio vectorial de R™ de dimensién m — 1.

Observamos, ademas, que si para algin z € R* con ¢ - z = 0 se verifica que Rz > 0 con Rz # 0, entonces hay
arbitraje. Por tanto,

VARE {0}

Como V' y R \ {0} son conjuntos convexos, utilizando los teoremas de separacion, podemos encontrar un
hiperplano que los separa.
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Rs,

Es decir, existe un vector § = (d1,...,d,) tal que

d-v=0 paratodoveV
d-v >0 paratodove R\ {0}

En primer lugar, demostraremos que

1. 6§ >0.
2. 0-v =0 para todo v € R \ {0}.

Si, por ejemplo, 0; < 0, elegimos el vector (1,0,...,0) € R\ {0} y no se verifica que § - (1,0,...,0) > 0. Por
tanto, & > 0.

Por otra parte, como V' es un espacio vectorial, si v € V, entonces también —v € V. Y debe verificarse que

d-v=0
—5-v=0
por lo que § - v = 0.
Ahora vamos a probar que
¢t = R's

para algin «a > 0. Como todos los coeficientes son positivos, tenemos que

RISt >0

Ademés aR'6t # 0 ya que todas las coordenadas de g son positivas y ninguna fila de R es nula.



q Hx=0 R p-x=0

Si ¢t y R'6% no son proporcionales, entonces los hiperplanos
{x €R™: R'y-x =0}
{z eR™ : ¢t -z =0}

27

son distintos. Tomamos z en el hiperplano {z € R™ : ¢' - z = 0} pero que no esté en el hiperplano {x € R™ :

Ry -z = 0}. Entonces,

Riy-2#0
Tomando, si es necesario —z, podemos suponer que

¢'p-z=0

Riy-2>0
Pero entonces z constituye una cartera de arbitraje. Por tanto, ¢' y aR!§! son colineales y existe un o > 0 tal
que

¢t = aR'st
Ahora tomamos

uw=ad

y se verifica que

Ryt = RY(ad) = aR'" = aq

Hemos probado que ¢ = (p1,...,4s) - R con py,...,us > 0. Ahora vamos a probar que hay una solucion de

la ecuacion
q= (/le"'mu’s)'R

con l1,...,us > 0. Para ello, utilizamos la notacién siguiente
fi
f2
fm
es decir, f1,..., fmm son las filas de la matriz de dividendos, R. Sea
C={D>_Afi:\i>0}
i=1

y supongamos que

=1
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siendo f1,..., f, linealmente independientes. Entonces

fn+k:2)\§fj, k=1,2,....m—n

=1

Lemma 2. Supongamos que
n
b=> 0.fs cond,>0.
s=0
Entonces, existe una soluciéon de

b:Z,usfs con g > 0.
s=0

Demostracion del lema 2: Consideramos

n m—n
b—eifnt1 —€2fnr2— — Em—nfm = Z5jfj - Z €k frtk
j=1 k=1
n m—n n
=2 0ifi= X e | 2N
j=1 k=1 j=1
n n m—n
k
> a5-3(E ) s
j=1 j=1 \ k=1
n m—n
= (5] — 5k>\§> fj
Jj=1 k=1
Tomando ¢ > 0 suficientemente pequefio, tenemos que para cada j =1,...,n,
m—n
ozj:(Sj— Z&k/\?>0
k=1
por lo que
n m—n
b= oifi+ > exfuin
j=1 k=1
con

ElyevesEmenyQlynny Oy >0

y el Lema queda demostrado.

Supongamos ahora que todas las soluciones de

m
q= Zﬂsfs
s=0

con g > 0 verifican que alguno de ellos es cero. Por el Lema, suponer entonces que

q= Zﬂsfs = Zésfs
5=2 s=2

(es decir, p1 = 0). Elegimos ahora z # 0 que verifica
z-f1i=0, 1=2,....n

Esto es posible porque el sistema homogéneo es compatible indeterminado, ya que, por construccion, z, f; €
R¥, 1=2,...,ny k> n. Ademés, como fi,..., f, son linealmente independientes, podemos elegir z tal que
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z - f1 # 0. Podemos suponer, ademéas que z - f; > 0, (ya que si z - f; > 0 reemplazamos z por —z). Por tanto,
elegimos z € R* tal que,

Z'f1>0
z-f1i=0, 1=2,....n

Como se verifica que

hM:E:ﬁﬁ,k:Lluwm—m con \ff; >0
j=1

Entonces
z-f1 >0
z-f1i=0, 1=2,....n
z-f1>0, Il=n+1,...,m
por lo que

n
Z'q:Z5lZ'fz:0
=2
y tenemos que

>0 sij=1,
Z.fj: :0 Sij:2,...7n
=Y Nz fi>0 sij=n+k k=1....m—n
por lo que la cartera z es una oportunidad de arbitraje. O
Demostraciéon de <: Supongamos que z = (z1,...,2;) es una cartera tal que Rz > 0, entonces
gz = (p1,...,p5)Rz >0
porque 1, ..., s > 0y alguno de ellos no es nulo. Por lo tanto, no puede haber arbitraje en la economia. [

Ejemplo 23. Consideremos dos activos, r1 = (1,2) y ro = (2,1) con precios, respectivamente, ¢y =2y g2 = 1.
La ecuacién 5.1 es

p1+ 2pg =2

2p1 +p2 =1

cuya solucion es 1 = 0, s = 1. Vamos a encontrar una cartera, z = (21, 22), de arbitraje. Esta cartera debe
verificar las ecuaciones

221+2’2:0
21 4+229 >0
221+ 2020

y vemos que z1 = —1, zo = 2 verifica estas ecuaciones y por tanto es una cartera de arbitraje.

A partir de ahora, supondremos que se verifican las hipdtesis de la proposicién anterior y vamos a estudiar
las consecuencias de la férmula 5.1.

Ejemplo 24. Consideremos de nuevo la estructura de activos 11 = (1,1),72 = (3 4+ «,1 — &) con o > 0 bajo
los precios q; = 1, g2. Y vamos a valorar de nuevo la opciéon de compra

ro(c) = 3+ a —¢,0)

En primer lugar, con la condicién de no arbitraje podemos encontrar i, e > 0 tales que

(arenta) () =)
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es decir

pr+pe =1
B+a)m+ (1 —a)u = ¢

Hay una tinica solucién
Q2 +a-—1
= 2+ 2«
po =1—p
La condicién de no arbitraje implica que pp > 0,>> 0, es decir
@ t+a—1

1>
24 2«

>0

dedonde 1 —a > ¢ >3+ a.
Ahora utilizamos la formula 5.1 para valorar r3(c). Obtenemos
G=mB+a—c)+pu-0
3+a—c
T 2124
que coincide con el precio obtenido por el otro método (claro).

(2 =1+ )

Volvamos ahora a la expresiéon 5.1

q; = Z HsTsj
S

Sea g =Y, pus > 0y definimos Qszﬁ 5=0,1,2,...,m.

Claramente,
Qs >0
> Q=1 s=0,1,2,....m
por lo que @ = (Q1, ..., Q) pueden interpretarse como unas probabilidades. Se llaman las probabilidades de

riesgo neutro.

Dividiendo la ecuacion 5.1 por pg obtenemos

q; s
YR .
Ho 5 Ho
= Z QSTSJ
S
= Eqlrx]

donde Eg[ri] es el valor esperado del activo 7 bajo la distribucién de probabilidades @ = (Q1,...,Qs).
Obtenemos

ar = poEq[rk]
definiendo la tasa de interés r como pg = ﬁ obtenemos la importante férmula

1

q = Eqlry]

Un caso particular, especialmente importante es cuando existe un activo de la forma

r]:(/gaﬁ77/6):6(1,1,,1)

en este caso
1

1 +r 1 +r
es decir 1 +7r = g donde f es el dividendo que paga el activo (seguro) r; independientemente del estado.
J

qj Eq[r]
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Una observacién importante es que la solucién de la ecuacién 5.1 es tnica si y sélo si los mercados son
completos. Pero si un activo es de la forma d = a7y + - - - + @i podemos utilizar la formula

(d) = precio del activo d

1
(5.2) = 1+TEQ[d]
donde @ = (Q1,...,Qs) ha sido obtenido de la forma anterior. Puede haber varias soluciones pero todas dan
lugar al mismo valor ¢(d).
Ejemplo 25. Supongamos
1 3 9
R=|1 1 5
1 5 13
con precios ¢1 = 1,g2 = 2,q3 = 7. Vemos que 1 = (1,1,1) y por tanto, 1 +r = q%’ es decir r = 0. Vamos a
resolver el sistema
1 q
Rl Q =0+ @
Qs a3
es decir
11 1 o) 1
3 1 5 Q | =1 2
9 5 13 Qs 7

Obtenemos Q1 = % —2Q3,Q2 = % +Qs3, 0< Q3 < i como Q1,Q2,Q3 > 0, no hay arbitraje en la economia.
Ademas, como la solucién no es tnica, los mercados no son completos.

Consideremos el activo

d = (10,4,16)
su precio es
1
d) = Egld
o) = 1= Fold
= Eqld]

= @Q1dy + Q2d2 + Q3ds
=10Q: + 4Q2 + 16Q3

1 1
= 10(5 —2Q3) + 4(5 +Q3) +16Qs3
=5—-20Q3 + 2+ 4Q3 + 16Q5
=7

no depende de @3, esto significa que d € < r1,7r2,73 > y por tanto, su valoraciéon no depende de la eleccién de

Qla QQa Q3~

Las probabilidades de riesgo neutro se obtienen como solucién del sistema
q=Rpn

donde las incognitas son p1, ..., s. Si no hay arbitraje, entonces el sistema tiene soluciéon, y por el Teorema de
Rouchée-Frobenius rg R = rg(R|q). Si ademas los mercados son completos (es decir, si rg R = s) la solucion es
unica. Y si no hay arbitraje y los mercados son incompletos (es decir, rg R = rg(R|g) < s) entonces la solucion
no es dnica.

En el ejemplo anterior la valoraciéon del activo d no depende de cémo se eligen las probabilidades de riesgo
neutro. La proposicién siguiente proporciona una relacién entre no existencia de arbitrage y los precios de los
activos.

Proposicion 26. Supongamos que hay s estados y sea R = (r1,...,7t) la matriz de dividendos. Supongamos
que no hay arbitraje y que se introduce un nuevo activo d.
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1. Sid es una combinacién lineal de los activos r1, . . ., 1, entonces el resultado la formula 5.2 es independiente
de la eleccion de las probabilidades de riesgo neutro y determina de forma tnica el tnico precio de ese
activo que es compatible con que no haya arbitraje.

2. Si d no es una combinacién lineal de los activos 71, ..., r, entonces el resultado la formula 5.2 es depende
de la elecciéon de las probabilidades de riesgo neutro y para cada eleccion de estas probabilidades se
obtiene un precio de ese activo que es compatible con que no haya arbitraje.

Corolario 27. Si los mercados son completos y que que no hay arbitraje entonces para cada activo d la
formula 5.2 determina de forma tnica el Gnico precio de ese activo que es compatible con que no haya arbitraje.



